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译 者 序 


本 书 是 根据 伊 芯 清 所 著 的 《随机 过 程 1 》 和 《随机 过 程 工 》 翻 译 的 . 
伊 芯 的 原著 是 日 本 岩 波 书店 从 1957 年 起 连续 出 版 的 一 套 “ 岩 波 讲座 一 一 
现代 应 用 数学 ”基础 篇 中 的 两 本 . 

随机 过 程 是 概率 论 的 一 个 主要 组 成 部 分 , 它 的 研究 与 现代 科学 技术 
有 密切 的 关系 . 本 书 以 不 大 的 篇 幅 用 简练 的 笔法 对 随机 过 程 论 的 几 个 主 
要 方面 和 一 些 最 新 成 就 作 了 精练 和 严格 的 阐述 . 具有 初步 概率 论 和 泛 函 
分 析 知 识 的 读者 , 通过 阅读 这 本 书 , 可 以 较 快 地 掌握 现代 随机 过 程 的 基本 
理论 和 发 展 方向 . 

本 书 的 翻译 工作 起 于 E. B. Dynkin 教授 来 我 国 讲学 , 他 通过 译 者 的 
介绍 了 解 到 原 书 的 内 容 后 , 非常 称赞 , 并 建议 早日 把 它 翻 译 出 来 . 在 他 的 
指导 下 , 《随机 过 程 I 》 的 俄 译本 已 于 1960 年 出 版 . 本 译 稿 是 在 1958 年 
6 月 底 完成 的 , 其 中 第 4 章 的 前 几 节 为 余 潜 修 先生 所 译 . 随后 译 稿 一 直流 
传 于 北京 大 学 、 复 旦 大 学 和 南开 大 学 , 作为 专门 化 的 参考 教材 . 这 次 承 复 
且 大 学 郑 绍 沪 同 志和 南开 大 学 王 梓 坤 同志 分 别 整 理 前 三 章 和 后 两 章 , 并 
由 郑 绍 沾 同 志 统 一 校订 . 校 样 排出 后 , 译 者 重新 校 阅 了 一 遍 , 根据 原文 又 
作 了 一 些 修正 . 

本 书 的 出 版 与 上 列 许多 同志 的 帮助 分 不 开 , 译 者 在 此 对 他 们 表示 深 
切 的 感谢 . 


刘璋 温 
1961 年 4 月 北京 
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1957 年 , 岩 波 书店 曾 将 拙 著 《 随 机 过 程 1 》 和 《随机 过 程 工 》 作 为 “将 
波 讲座 一 “现代 应 用 数学 ” 中 的 两 个 分 册 出 版 , 现 又 作为 单行 本 再 次 发 
行 . 本 书 概括 介绍 了 随机 过 程 的 三 部 分 重要 内 容 , 即 可 加 过 程 、 平 稳 过 程 
和 Markoff 过 程 , 还 讲解 了 一 维 扩散 过 程 . 特别 是 针对 一 维 扩散 过 程 , 本 
书 第 一 次 以 随机 分 析 的 方式 规范 介绍 了 有 关 局 部 构造 和 边界 点 分 类 的 内 
容 , 而 在 当时 这 些 才 刚刚 由 William Feller 发 现 . 为 此 , 我 本 人 感到 颇 为 自 
豪 . 然而 , 从 那 时 起 到 现在 本 书 再 版 , 已 经 过 去 半 个 世纪 , 身 为 著者 确实 感 
慨 频 深 . 

本 书 首 版 前 , 拙 著 《 概 率 论 》( 岩 波 书店 , 1953) 中 也 概括 讲解 了 有 关 
可 加 过 程 、 平 稳 过 程 和 Markof 过 程 的 内 容 . 本 书 首 版 后 , 在 以 下 两 本 英 
文 拙 著 中 还 详细 讲解 了 可 加 过 程 和 Markof 过 程 : 

Lectures on Stochastic Processes, Tata Institute of Fundamental Re- 
search, Bombay, 1960 

Stochastic Processes, edited by Ole E. Barndorff-Nielsen and Ken-iti 
Sato, Springer, 2004 (原本 作为 Aarhus 大 学 讲义 于 1969 年 出 版 ) 

在 以 上 列 出 的 Tata 研究 所 的 讲义 录 以 及 我 与 H. P. McKean 合 著 的 
另外 两 本 书 

Diffusion Processes and their Sample Paths, Springer, 1965; 

Classics in Mathematics, Springer, 1996 
的 合 订 本 中 还 详细 讲解 了 一 维 扩散 过 程 的 局 部 构造 . 在 该 合 订 本 的 4.6 节 
中 , 用 概率 论 的 方法 证 明了 一 维 扩散 过 程 中 齐 次 方程 解 的 边界 附近 的 具 
体 性 质 . 为 便于 不 太 熟悉 概率 论 的 读者 理解 , 本 书 的 860 和 861 用 分 析 的 
方法 给 出 其 证 明 . 

在 编写 本 书 时 , 随机 过 程 的 规范 研究 才刚 刚 兴起 . 正如 “后记” 所 述 , 
在 当时 相关 文献 信息 极为 不 足 ， 在 随后 的 半 个 世纪 中 , 随机 过 程 研究 得 
到 极 大 发 展 ， 国内 外 都 出 版 了 大 量 优 秀 的 相关 书籍 . Stochastic Processes, 


Springer, 2004 一 书 的 著者 前 言 和 编者 序 中 都 列举 了 一 些 相关 书目 . 

本 书 首次 出 版 后 , 在 E. B. Dynkin 的 指导 下 , A. D. Wentzell 将 本 书 翻 
译 成 俄 文 , 并 分 别 于 1960 年 和 1963 年 在 莫斯科 出 版 了 第 I 册 和 第 工 册 . 
此 外 , 在 1959 年 , 已 故 耶 鲁 大 学 教授 角 谷 静 夫 注意 到 本 书记 述 的 一 维 扩 
散 过 程 , 建议 当时 还 是 耶鲁 大 学 研究 生 院 学 生 的 伊 茧 雄二 把 第 开 册 翻译 为 
英文 . 最 后 , 油印 了 打字 机 原稿 , 并 分 发 给 耶鲁 大 学 校内 外 的 数学 研究 人 
员 . 历经 半 个 世纪 , 本 书 的 两 个 分 册 都 由 伊藤 雄二 翻译 为 英文 , 并 作为 美 
国 数学 学 会 数学 翻译 从 书 中 的 1 卷 在 Essentials of Stochastic Processes 系 
列 下 出 版 . 此 事 令 我 极为 欣喜 . 伊藤 雄二 辛勤 翻译 期 间 , 福 岛 正 俊和 渡 边 
信 三 仔细 订正 了 首 版 中 的 错字 等 细小 错误 , 还 替 我 适当 修订 了 第 4 章 和 
第 5 章 的 部 分 内 容 . 此 次 再 版 采用 了 与 英 译 时 相同 的 修订 . 这 里 再 次 对 福 
岛 和 渡 边 两 位 的 努力 以 及 岩 波 书店 吉田 宇 一 的 帮助 表示 衷心 感谢 . 

今年 6 月 , 正在 为 本 书 新 出 版 的 单行 本 做 准备 时 , 我 终生 的 恩师 弥 永 
昌吉 先生 突然 辞世 . 而 前 述 英 译 单行 本 的 校对 即将 完成 之 时 , 于 2004 年 
8 月 收 悉 角 谷 更 夫 先生 的 让 讯 . 从 1942 年 我 开始 写本 领域 论文 以 来 , 两 位 
先生 就 经 常 热情 地 给 予 我 建议 和 鼓励 , 到 现在 已 历经 60 多 年 . 当然 , 本 书 
首 版 时 我 也 得 到 了 两 位 先生 的 极 大 帮助 . 两 位 先生 不 能 喜 见 装订 精美 的 
英文 版 和 日 文 版 新 书 , 其 为 遗憾 . 追忆 两 位 先生 生前 的 身影 , 我 衷心 地 为 
他 们 祈求 竖 福 . 


著 者 
于 2006 年 12 月 
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第 1 章 基本 概念 


$1 测度 论 观点 下 的 概率 论 (1) 直观 的 背景 


假设 甲 、 乙 二 人 掷 硬 币 ,以 先 掷 出 正面 者 为 胜 . 现在 试 让 甲 先 抑 并 考 
虑 下 面 两 个 问题 . 

(i) 甲 胜 的 概率 是 多 少 ? 

(ii) 直到 决定 胜 负 为 止 所 掷 的 平均 次 数 是 多 少 ? 

首先 , 观察 这 种 比赛 , 它 可 能 出 现 哪些 结果 . 若 以 O 表示 掷 出 正面 , U 
表示 掷 出 反面 , 则 可 能 产生 的 结果 为 


w=0 


a (1.1) 


w 是 甲 先 掷 出 正面 而 结束 比赛 的 情形 , wo 是 甲 掷 出 反面 , 乙 掷 出 正面 而 
结束 比赛 的 情形 ，w 是 直到 第 ”- 1 次 为 止 二 人 都 掷 出 反面 , 在 第 m 
次 才 掷 出 正面 而 结束 比赛 的 情形 , 因此 可 由 n 的 奇偶 来 决定 是 甲 或 是 乙 
获胜 . 最 后 , w。。 是 甲 、 乙 双方 总 是 掷 出 反面 的 情形 , 这 时 比赛 将 无 限 继 
续 下 去 ， 由 于 wi,w2,…,woo 是 这 种 比赛 经 过 的 各 种 样本 ， 所 以 叫做 样 
本 点 (sample point), 其 全 体 的 集合 Q = {wi,w2,*… ,woo} 就 叫做 样本 空 
间 (sample space). 

现在 来 考虑 各 个 样本 点 的 概率 . 第 1 次 掷 出 正面 或 者 反面 , 这 都 是 同 
等 可 能 的 , 所 以 wi 的 概率 是 1/2, 而 剩 下 的 {wa,ws,…,woo } 全 体 的 概率 
就 应 该 是 1/2. 又 由 同样 的 理由 , 后 者 的 概率 1/2 应 平均 地 分 给 wz 和 剩 下 
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2 员工 一” -一 


的 {wa,wa,…;woo }, 即 各 为 1/4. 据 此 可 知 ， 分 布 于 各 个 点 wi,w2,*… ,woo 
上 的 概率 分 别 为 1/2, 1/4, 1/8,…,0. 
以 P(w) 表示 分 布 于 w 上 的 概率 . 于 是 就 有 
P(wi) = 1/2, P(w2) = 1/4……， 
P(wn) = 1/2",.…: , 卫 (woo) = 0. 
又 若 已 为 9 的 子 集合 , 则 分 布 于 上 的 概率 是 分 布 于 E 的 各 点 上 的 概 
率 的 总 和 , 即 


(1.2) 


P(E) = >, Plw). (1.3) 
wEE 
这 样 一 来 , 就 得 到 了 一 个 集合 函数 P(E). 这 个 集合 函数 叫做 概率 分 布 
(probability distribution). 

其 次 , 考虑 (ii) 的 问题 . 直到 决定 胜 负 为 止 的 次 数 可 由 各 个 样本 点 
唯一 决定 ， 比如 wi 时 为 1, wa 时 为 2, wn 时 为 n. 这 就 是 定义 在 样 
本 空间 上 的 函数 ， 以 z(w) 来 表示 . 在 样本 空间 上 如 此 定义 的 函数 叫做 
随机 变量 (random variable)， 问 题 (i 就 是 求 随机 变量 z(w) 的 平均 值 . 
平均 值 有 各 种 各 样 的 定义 方法 ， 而 最 普遍 被 采用 的 是 以 下 的 所 谓 数学 期 
望 (expectation): 

Blz)= 》 zlo)jPUw)=》nPlon)= Dn 六 -2 (14) 
wen n=1 nl 

现在 转 到 问题 fi) 上 . 所 谓 甲 胜 就 是 上 述 的 z(w) 为 奇数 的 情形 ， 因此 
可 用 条 件 “z(w)= 奇数 ” 来 表示 . 这 种 可 以 由 有 关 样 本 点 w 的 条 件 来 表示 
的 事情 就 叫做 事件 (event). 事件 的 概率 规定 为 分 布 于 满足 该 条 件 的 样本 
点 全 体 的 集合 [这 叫做 该 事件 的 外 延 (extension)] 上 的 概率 P(E). 因此 


P( 甲 用 二 P(E) = Plot) = 入 天 下 = 于 (9 
n=0 


n=0 


现在 把 上 例 中 的 本 质 部 分 抽出 来 看 一 看 . 首先 ， 作为 基础 的 东西 就 是 
命名 为 样本 空间 的 集合 2 和 它 上 面 的 概率 分 布 P. 此 外 ， 还 有 一 个 定义 
在 2 上 而 称 为 随机 变量 的 函数 @ 它 的 数学 期 望 由 (1.4) 左 端 的 等 式 来 定 


Q@ 随机 变量 的 严格 的 定义 将 在 下 面 讲 到 . 此 处 的 定义 只 适用 于 样本 空间 只 包含 可 数 个 元 素 
的 情形 ， 一 一 校 者 注 
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义 . 与 2 里 的 点 有 关 的 条 件 叫 做 事件 , 而 该 事件 的 概率 就 可 规定 为 P 对 
其 外 延 互 的 值 P(E). 但 在 这 种 一 般 的 场合 下 , 如 何 来 给 出 概率 分 布 就 需 
要 讨论 一 下 . 由 上 面 的 例子 可 知 , 假如 2 为 一 可 数 集合 , 只 要 给 予 各 个 样 
本 点 的 概率 使 得 其 总 和 为 1, 则 就 可 由 (1.3) 给 出 它 的 概率 分 布 . 但 是 , 在 
把 直线 上 的 点 集 、 平面 上 的 点 集 以 及 更 一 般 的 集合 (例如 做 Brown 运动 
的 粒子 的 各 种 各 样 的 运动 途径 ) 分 别 看 做 是 8 的 场合 下 , 按照 上 述 朴 素 
的 方法 就 不 可 能 给 出 概率 分 布 . 然而 , 若 注意 到 概率 分 布 的 想法 类 似 于 质 
量 分 布 , 而 后 者 的 数学 理论 就 是 测度 论 , 由 此 , 就 很 自然 地 可 以 设想 , 测度 
论 也 将 适用 于 概率 分 布 . 

正 是 基于 这 种 出 发 点 , 我 们 把 概率 论 构造 成 为 测度 论 的 形式 , 因而 使 
得 长 期 以 来 以 常识 或 者 直观 为 基础 , 而 且 缺 乏 严格 的 逻辑 推理 的 概率 论 
真正 成 为 数学 理论 的 一 个 分 支 , 并 且 已 在 许多 的 应 用 上 获得 了 有 价值 的 
成 果 . 
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令 X 为 一 个 集合 , B 为 由 X 的 子 集 所 构成 的 Borel 集合 体 . 对 于 B 
的 元 素 (集合 ) 定义 了 Lebesgue 测度 P(E), 而 且 满足 


P(X)=1 (2.1) 


时 , 就 称 P 为 X(B) 上 的 概率 测度 (probability measuro) 或 者 概率 分 布 ， 
或 简称 为 分 布 . 
首先 , 作为 最 简单 的 情况 , 试 考虑 X 为 有 限 集合 时 的 情形 . 令 X 的 
元 素 为 z1, za .…,zn， 这 时 通常 可 将 B 取 为 由 X 所 有 的 子 集 组 成 的 集 
合 2X. 车 只 包含 一 个 点 的 集合 的 测度 P(z1), P(zz)……, P(zn) 已 给 定 , 则 
由 测度 的 可 加 性 , 对 任意 的 CX 的 概率 可 以 定义 为 
P(E)= >》_ P(z). (2 
EE 
因此 , 在 这 样 的 场合 下 , 只 需 给 定点 函数 P(z) 就 可 决定 概率 分 布 了 . 显 
然 , P(z) 应 满足 条 件 
P(z) >0, 》 P(z) (2.3) 
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特别 是 当 P(z) 不 依赖 于 zx, 而 且 P(z) = 1/n 时 , 就 称 P 为 均匀 分 布 (uni- 
form distribution). 

其 次 , 对 于 X 是 可 数 无 限 集合 的 情形 , 它 与 有 限 集合 的 情况 大 致 相 
同 . 但 此 时 不 再 存在 均匀 分 布 了 . 

当 X 是 实数 集合 R! 时 , 问题 就 较 困 难 了 . 除了 个 别 的 特殊 情况 外 ， 
B 不 可 能 取 为 由 R1! 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 2*. B 的 最 自然 的 取 法 是 取 
为 包含 所 有 开 集 的 最 小 Borel 集合 体 B!. 通常 称 B， 的 元 素 为 Borel 集 
合 . 令 忆 为 R1(B!) 上 的 概率 分 布 . 对 ze Ri 的 任意 邻 域 UV, 若 它 的 书 测 
度 P(U) 为 正 时 , 就 称 z 为 P 的 支撑 点 , 而 这 样 的 点 的 全 体 的 集合 就 叫做 
PP 的 支 集 (support). 特别 车 P(z) > 0, 则 显然 z 是 P 的 支撑 点 , 对 于 这 样 
的 zx, 我 们 另外 给 它 一 个 名 称 , 叫做 P 的 不 连续 点 (discontinuity point). P 
的 不 连续 点 的 全 体 D 至 多 是 一 可 数 集合 . 当 P(D)=1 时 , 称 P 为 纯粹 不 
连续 (purely discontinuous); 而 P(D) = 0 时 , 就 称 P 为 连续 (continuous). 
作为 比 连续 稍微 强 的 条 件 , 有 绝对 连续 (absolutely continuous) 的 概念 . 若 
书 的 通常 的 Lebesgue 测度 |E|=0 时 , 必 有 P(E) = 0 则 称 P 为 绝对 连 
续 . 这 时 P 具有 密度 , 而 且 可 写 为 


P(E) = 上 F(a. (2.4) 
此 处 f(z) 应 满足 的 条 件 是 
f(z) > 0 人 jz)dz = 1. (2.5) 


连续 但 不 是 绝对 连续 的 概率 分 布 叫做 奇异 (singular) 分 布 . 纯粹 不 连 
续 分 布 、 绝 对 连续 分 布 和 奇异 分 布 是 在 R1(B!) 上 的 分 布 中 重要 的 三 种 
形状 , 而 任意 的 分 布 都 可 以 由 这 三 种 形状 的 分 布 的 凸 组 合 (convex com- 
bination) 来 表示 .( 所 谓 a 是 a1,a2,.…,an 的 凸 组 合 ， 就 是 指 能 够 写成 
a=Yciailfc >0, 并 ce=1) 的 形状 .) 这 就 是 Lebesgue 分 解 定理 . 

例 1 6 分 布 (delta distribution) 6(*; a). 这 是 纯粹 不 连续 分 布 , 也 就 是 
上 述 的 D 只 含有 一 点 a 的 场合 . 特别 当 a = 0 时 就 叫做 单位 分 布 (unitary 
distribution). 

例 2 ”二 项 分 布 (binomial distribution) B(";p,n),0 < p< 1,n 是 自 
然 数 . 这 是 纯粹 不 连续 分 布 , 也 就 是 由 D = {0, 1,2,…,n}, 
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的 | qg=1—p, k=0,1,2,..……,n (2.6) 


给 定 的 分 布 . 因为 P(k) 等 于 (p 十 gq)” 展开 式 中 的 第 项, 所 以 有 二 项 分 
布 的 名 称 . 

例 3 ” Poisson 分 布 (Poisson distribution) P(; 入), 入 > 0. 这 是 纯粹 
不 连续 分 布 , 也 就 是 由 D = {0, 1,2,…}， 


P(D = er 人， k= 0, 1,2,…. (2.7) 
给 定 的 分 布 . 
例 4 正 态 分 布 (normal distribution) N(*;a,v),a 是 实数 , v > 0. 这 


是 绝对 连续 分 布 , 密度 由 下 式 给 定 : 


jz) = -二 3 (2.8) 


例 5 Cauchy 分 布 (Cauchy distribution) Cl('; ace),a 是 实数 , c > 0. 
这 是 绝对 连续 分 布 , 密度 由 下 式 给 定 : 


jz)= 2 


nx cz+(z 一 a)2 

当 久 为 m 维 空间 Rm 时 , 仍然 可 以 照 R1 的 场合 将 结果 推广 . B 与 
一 维 的 情况 同样 , 是 包含 所 有 开 集 的 最 小 Borel 集合 体 B". Bm 的 元 素 
叫做 Borel 集合 . 与 上 述 一 样 , 分 布 有 三 种 形状 , 并 且 Lebesgue 分 解 定 理 
成 立 . 

例 6 5 分布 4(:;a) 与 一 维 的 情况 一 样 , 不 过 a 是 Rm 的 元 素 而 已 . 

例 7 多 项 分 布 (multinomial distribution) B(*;p,n),n 是 自然 数 , p = 
(p1, p2, A , Dn ), Pi 之 0, LP = 这 是 纯粹 不 连续 分 布 ， 而 D 是 格 点 k= 
(ki, k2, es , km), Dk 三 Tn， ki 之 0 的 全 体 . 


(2.9) 


nl! 
P(k) = a pn. (2.10) 


例 8 正 态 分 布 N(;a,v), a 是 Rm 的 元 素 , V 是 对 称 正定 (狭义 ) 
矩阵 . 这 是 绝对 连续 的 , 其 密度 为 


f(x) = (2n)- 3 (det V)-3 en1 一 3(V(z — a), (z — 9 (ri 
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此 处 V(w - a) 是 把 线性 变换 V 作用 于 向 量 = -a 而 得 的 , (,) 表示 内 积 
如 上 所 述 , 从 一 维 的 Ri 的 情形 可 平行 地 推广 到 mm 维 的 Rm 的 情形 ， 
但 是 从 m 维 推广 到 无 限 维 时 却 有 本 质 上 的 困难 . 比如 在 无 限 维 空间 上 由 
于 不 存在 像 在 Rm 的 场合 下 那样 普通 的 Lebesgue 测度 , 所 以 不 可 能 定义 
像 绝对 连续 那样 的 概念 . 若 令 4 为 任意 的 集合 , 那么 R4 就 是 4 中 的 元 
素 a 所 对 应 的 实数 排 成 的 [Te 全 体 的 集合 . 若 4 是 有 限 集合 , 则 R4 
是 有 限 维 空间 ; 但 若 4 为 无 限 集合 , 则 R4 是 无 限 维 的 . 使 Te -， ao 的 
坐标 fs。 的 映 象 叫做 射影 (projection), 以 pa 来 表示 . TE。 “RRA 中 的 点 
(Estees)(as 都 不 相同 ) 的 映 象 也 叫做 射影, 以 2。 来 表示 . 车 
令 El 为 n 维 的 Borel 集合 , 由 形状 如 pz1.。(B(") 所 表示 的 R4 的 子 
集 就 叫做 R4 的 Borel 柱 集 (cylinder set). 车 以 B4 表示 包含 所 有 Borel 
柱 集 的 最 小 Borel 集合 体 , 则 B4 的 元 素 就 叫做 RR4 的 Borel 集合 . 今 令 
P 为 R4(B“) 上 的 分 布 . 对 于 不 相同 的 al az,…,an e 4, 定义 R"(B”) 

上 的 分 布 已。 。， 使 得 
Paon (BY)) = Plpol. (PW)), EW e Bn. (2.12) 


这 就 是 分 布 P 的 射影 . 考虑 所 有 这 类 的 P,,.…。,, 且 令 其 全 体 为 PP, 则 瘦 
满足 下 面 所 述 的 Kolmogorof 相 容 性 条 件 (consistency condition): 

(K.1) 若 令 i(1),i(2),…,i(n) 为 1,2, …,n 的 排列 , 则 
Paiyaiy :ai (Pil1) X Bic2) X*** x Ei(n)) = Poa.a, (Bi x Ez x:.: x E,). 

(K.2) Pasoo.m, (Be-D x Rl) = Pasos a , (En-D)， 

反之 , 对 于 满足 这 两 个 条 件 的 分 布 系 币 , 存在 唯一 的 R4(B4) 上 的 分 
布 已 满足 (2.12). 这 就 叫做 Kolmogorof 定理 2. 

现在 , 假设 已 对 4 的 各 个 元 素 a 定义 了 RI(B1) 上 的 分 布 已 . 这 时 
若 定义 

已 as = Pa, Xx Ps, x.…x 忆 ( 直 积 测度 )， (2.13) 

则 第 = {Ps.…a,} 满足 上 述 的 (K.1) 和 (K.2). 因此 , 按照 Kolmogoroff 定 
理 , 可 以 由 负 定 出 R4(B4) 上 的 分 布 已 . 称 它 为 已 ,a e hi 的 直 积 概率 


@ 参见 A. H. KoTMOorOPOB 著 的 中 译本 《概率 论 基 本 概念 》， 丁 寿 田 译 , 商务 印 书馆 ， 
1953， 一 一 校 者 注 
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测度 (direct product probability measure), 且 以 TI Ps 来 表示 . 显然 已 是 
GE4 
由 


P(pal(Bi) Npal(E2) NNpal(En)) = [| P(E:) (2.14) 


所 表达 的 R4(B4) 上 的 分 布 . 同 理 , 当 P。 为 高 维 (有 限 或 者 无 限 ) 的 分 布 
时 ( 维 数 可 以 由 a 而 变 ), 也 可 以 定义 其 直 积 概率 测度 . 


§3 ”测度 论 观点 下 的 概率 论 (2) 逻辑 的 构成 


固定 一 个 集合 8, 这 集合 叫做 样本 空间 . 在 0 上 取 一 Borel 集合 体 
B, 及 nn(B) 上 的 概率 分 布 已 , 则 2, B,P 有 一 个 总 的 名 称 , 叫做 2 上 的 
概率 空间 (probability space), 并 记 以 f(B, P)， 

因为 2(B, P) 是 一 种 测度 空间 , 所 以 在 其 上 可 以 建立 Lebesgue 积分 
理论 . 2(B, P) 上 的 可 测 实 函数 叫做 随机 变量 (random variable). 令 z(w) 
为 随机 变量 , 则 称 


6(E) = P{w/z(w) € E}= P(x-!(E)), EeB! (3.1) 
为 z 的 分 布 (distribution). 这 就 是 R1(B') 上 的 概率 分 布 . 称 
= 小 ta pla (3.2) 


为 z(w) 的 期 望 (expectation) 或 均值 (mean). 这 可 以 利用 z 的 分 布 写成 形 
式 @ 
pls) = 人 sadg (8.3) 


因为 可 测 函 数 不 一 定 是 可 积 的 , 所 以 随机 变量 的 均值 不 一 定 存在 . 

将 若干 随机 变量 并 列 起 来 就 可 以 定义 随机 向 量 . 令 4 为 有 限 或 者 无 
限 集合 , 且 对 于 4 的 每 个 元 素 a 都 有 一 随机 变量 ze(w) 与 之 对 应 . 此 时 ， 
若 定 义 


@ 参见 Paul R. Halmos 著 的 中 译本 《测度 论 》, 王建 华 译 , 科学 出 版 社 , 1958, §39, 定理 3. 
一 一 校 者 注 
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z(w) = II Za(w)， (3.4) 


aE4 


” 则 z(w) 是 定义 于 2 上 而 在 R4 中 取 值 的 函数 . 并 且 在 
El(s)¢e B47-1(EA))eB (3.5) 


的 意义 下 为 可 测 . z(w) 就 叫做 随机 向 量 . 若 4 的 势 为 m, 则 叫做 m 维 随 
机 向 量 . 特别 是 把 二 维 随机 向 量 (zi(w), zz(w)) 写成 z1(w) + iz2(w), 就 得 
复 随 机 变量 . 对 于 随机 向 量 来 说 , 其 分 布 也 可 以 由 (3.1) 来 定义 , 再 对 各 个 
分 量 进行 积分 , 就 可 以 定义 它 的 均值 向 量 . 

令 yg 为 由 RR4 到 RB3 内 的 映 象 , 并 且 满 足 


E(B) e 万 3 = prI(B(B)) e BA. (3.6) 

这 时 称 yp 是 Borel 可 测 的 (Borel measurable) 或 称 B- 可 测 的 (B-measur- 

able), 或 者 更 简单 地 称 可 测 (measurable)， 由 随机 向 量 的 可 测 映 象 所 产生 

的 象 是 可 测 的 . 也 就 是 说 , 车 把 上 述 的 可 测 映 象 yp 作用 于 取 值 于 R4 内 的 

随机 向 量 z(w) 上 , 就 得 到 一 个 在 R3 内 取 值 的 随机 向 量 y(z(w))， 这 时 

yp(z(w)) 的 均值 向 量 可 由 

Bo(z(o) = 人 ol95 (de)， 5 是 z(o) 的 分 布 (87) 

给 定 ， 这样 的 w(z(w)) 称 为 关于 z(w) 是 可 测 的 . 若 有 若干 随机 向 量 
za(w),a e 4, 也 可 以 把 它们 排列 起 来 定义 更 高 维 的 随机 向 量 

z(w) = zu(w). (3.8) 

者 z(w) 的 分 布 是 za(w)(a es 4) 的 分 布 的 直 积分 布 , 则 称 ze(w)j(a e 4 


为 独立 (independent). 这 也 可 以 由 下 述 条 件 来 表达 . 
对 任意 不 相同 的 al az,……,an € 4, 都 有 


P{w /za (w) E Ei,1i = 1,2,.. ,7} = [| P{w/zo, (w) 三 E;}. (3.9) 
一 1 
设 4= 沁 A4( 直 和 )， 入 E 4 且 令 za(w)j(a es 4) 为 独立 , 则 


ys(w)= [I ze(w), eA (3.10) 


aEA、 
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也 为 独立 . 又 若 令 za(w)(a e 4) 为 独立 , 且 令 wa 为 可 测 , 则 wa(za(w)) 


(a e 4) 也 为 独立 . 
若 z1(w),z2(w),… ,zn(w) 是 独立 的 复 ( 实 ) 随机 变量 , 则 
Elzi1(w) :zn(w)] = 五 [zi(w)] 五 [zz(w)] :Blzn(w)]. (3.11) 
这 叫做 均值 的 可 乘 性 . 


关于 随机 变量 (或 者 向 量 ) 的 序列 zw(w)(n = 1,2,…) 收敛 于 z(w) 的 
定义 , 有 各 种 各 样 的 方法 . 一 个 最 自然 的 方法 是 
P{w/|zn(w) — rT(w)| = 0}=1, (3.12) 


此 处 | | 表示 向 量 的 长 度 . 因为 |zn,(w) 一 z(w)| 是 w 的 可 测 函 数 , 并 且 
{w/lzn(w) -z= 0 =NU NN 人 wm =| 2 


p Nn>N 
所 以 (3.12) 左边 的 {w/w} 是 可 测 集合 . 而 (3.12) 即 意味 着 它 的 已- 测度 
为 1. 这 种 收敛 , 叫做 2 上 的 几乎 处 处 (almost everywhere) 收 敛 , 或 概率 
为 1 的 收敛 , 或 几乎 必然 收 剑 (almost sure convergence), 或 概 收敛 , 并 记 
为 zn 一 za.e.). 


下 面 是 较 弱 的 一 种 收敛 概念 . 对 所 有 的 s > 0, 极限 
P{fw/lzn(w) — zw)| >e}—0 (3.13) 


恒 成 立 ， 这 叫做 依 概 率 收敛 (convergence in probability)， 并 记 为 zw 一 
z( 忆 .这 时 zn 的 分 布 就 以 下 一 节 中 所 解释 的 意义 收敛 于 z 的 分 布 . 又 
若 当 E(|zn -zx|?) 为 有 限时 , 由 


五 (|zn 一 zZ|2) 一 0 (3.14) 
所 定义 的 收敛 , 叫做 p 寡 平 均 收敛 (mean convergence of the pth power). 
当 p =2 时 , 称 为 平均 收敛 . 这 种 收敛 的 条 件 比 依 概率 收敛 的 条 件 强 . 
84 分布 函数 、 特 征 函数 、 均 值 和 方差 
以 $, $1, 8o,… 表示 RR1(B') 上 的 分 布 . 称 函 数 


QD a.e. 是 ed everywhere 的 简写 . 
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F(é) = $(—o0,€] (4.1) 


为 $ 的 分 布 函 数 (distribution function). F (&) 应 满足 的 条 件 是 
(iD 非 降 : € < n= FS < F(n), 
(i 右 连 续 : = F(é), 
(ii) F(—o00) = F(o0)=1. 
反之 , 车 F(E nn 则 它 是 由 
= 可 = 上 dF(é€) (Lebesgue-Stieltjes 积分 ) (4.2) 
E 
所 决定 的 R!(B1) 上 的 分 布 6 的 分 布 函数 .现在 若 令 z(w) 为 随机 变量 
则 z(w) 的 分 布 $ 的 分 布 函数 R(e) 可 由 等 式 
F(é) = P{w/z(w) < €} (4.3) 
给 定 . 这 也 叫做 z(w) 的 分 布 函数 . 
由 以 上 可 知 , 分 布 5 和 分 布 函数 FF 之 间 存 在 着 一 一 对 应 关系 , 所 以 
可 用 分 布 函 数 来 代表 分 布 . 若 以 玉石 , 瑟 ，…… 表示 对 应 于 6, 81, 5,… 的 


分 布 函数 , 则 可 将 分 布 序列 {6} 的 收敛 定义 如 下 . 
者 对 于 F(&) 的 所 有 连续 点 &, 均 有 


Fn(é€) = F(é), (4.4) 


则 规定 为 5, 一 $. 这 一 条 件 能 写成 下 述 形式 . 
在 R! 内 稠密 的 点 列 {&%} 上, 成 立 


F(ém —0) < lim Fn(ém) < lim F, (ém) < F(ém + 0). (4.4") 
或 者 , 对 于 任意 的 有 界 连续 函数 f(€), 成 立 极限 关系 
) f(€) 8 (dé) — 人 f(€) g(adé). (4.4") 


inf $n [~—a, a] 二 (a 六 oo)， (4.5) 


@ 下 面 有 关 分 布 函 数列 收敛 的 一 些 结论 ， 其 证 明 可 参见 M. Loére: Probability Theory, 
Van Nostrand, 1955, 811. 一 一 校 者 注 
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则 可 以 从 5 先 取 一 子 序列 , 使 之 收敛 于 某 一 分 布 . 
令 
op(z) = 人 eB(d£), 一 oo < z < oo， (4.6) 
R1 


即 为 6 的 Fourier 变换 , 此 时 称 p 为 6 的 特征 函数 (characteristic func- 
tion). 车 6 是 实 随机 变量 z(w) 的 分 布 , 则 


yp(z) = 已 (e 于). (4.7) 
这 就 叫做 z(w) 的 特征 函数 . 显然 p(z) 有 下 述 的 性 质 : 
2(0)=1 Ip(2)| sl， (4.8) 
在 - ce < z < co 内 一 致 连续 . (4.9) 
非 负 定 : 对 于 任意 的 复数 a1,a2,… ,an 和 任意 的 实数 z1, z2,… ,zn， 
Daidip(zi —23) > 0. (4.10) 


反之 , 一 个 非 负 定 的 函数 yp(z), 在 > = 0 连续 且 yp(0) = 1, 则 它 必 为 某 一 
分 布 5 的 特征 函数 . 这 就 是 Bochner 定理 ”. 

令 pplypa 分 别 为 8, $B1, Bo,… 的 特征 函数 , 则 成 立 下 面 的 5 和 
2 的 对 应 关系 . 

(i) pl(z) 三 pz(2z) 今 $1 = 到. 

(ii) pn(z) 一 9(2) (对 所 有 的 z) 舍 一 6. 

(iii) 车 pn(z) 在 所 有 的 > 上 收敛 于 某 一 函数 9(z)( 并 未 假定 9(z) 是 
某 一 分 布 的 特征 函数 ), 并 且 在 z = 0 的 某 些 邻 域内 一 致 收敛 时 , 则 8(z) 
就 成 为 某 一 分 布 6 的 特征 函数 . 因此 , 由 (这 得 出 6 一 5. 

这 些 性 质 主要 是 由 P. Lévy 所 获得 的 . 

分 布 的 均值 (mean) 和 方差 (variance) 分 别 由 


M($) = / £8(dé), V(B) = / (EM BA) (411) 

Rl 及 1 
来 定义 可 以 这 样 说 , 均值 是 分 布 的 中 心 , 而 方差 表示 分 布 的 散布 的 程度 
若 令 6 为 z(w) 的 分 布 , 则 M($) 等 于 E(x), 而 V(B) 就 等 于 E[(z 一 


@ 参见 复旦 大 学 数学 系 郑 绍 湾 等 编 的 《概率 论 与 数理 统计 》， 上 海 科学 技术 出 版 社 ， 
1961,819. 一 一 校 者 注 
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已 (z))?]. 后 者 也 记 为 Y(z), 并 叫做 z 的 方差 . 显然 ， 
V(z) = 已 (z2) 一 已 (z)2. (4.12) 


令 zi'z? 为 独立 随机 变量 , z 为 其 和 . 令 zl zz,z 的 分 布 各 为 1, $2, 5; 
分 布 函 数 为 甩 , F2, FF; 特征 函数 为 pl pz, yp; 方差 为 Vi,V2,V, 则 有 


500= / mM- Om) = | mM -Ome), (413) 


此 处 M-é¢={n-é/ne BE}, 
FO)=/ Re-marn)= Fe-naRn), 他 区 

p(z) = p1(z)p2z(z) (特征 函数 的 可 乘 性 )， (4.15) 

克 = 人 用 + 肥 (方差 的 可 加 性 ). (4.16) 


为 了 证 明 (4.13), 令 cm 为 M 的 示 性 函数 , 则 因 随 机 向 量 (zx1, z?) 的 
分 布 为 x Bo, 所 以 


$(M)= Elcm(7z)] = Elcm (71 + zx2)] 
= 上/ 站 cM(é1 + €2)$1(dé1) $2(dé2) 
R! 及 1 


上 Bi(M ~ 2) G2(dé2). 


其 他 的 关系 式 也 可 仿 此 加 以 证 明 . 姑且 脱离 随机 变量 而 来 考虑 任意 
的 两 个 分 布 61, 名, 则 由 (4.13) 所 定义 的 5 也 是 一 个 分 布 , 并 以 $1 * 6 
来 表示 , 称 它 为 6 和 5s 的 卷 积 (convolution). 若 令 耐 , 5o, 5 的 特征 函 
数 为 Pp1, Pp2, 9,) 则 


yp(z2) = p1(2)p2(2) $= Bl * Bo. (4.17) 
若 $ 为 一 分 布 , 定义 $ 的 负 反 多 如 下 : 
5(M) = $(-M), —M={-é/é€M}. (4.18) 


$$ 的 特征 函数 z$ 即 为 
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$(z2) = p(2). (4.19) 


若 z 的 分 布 为 $, 则 -zx 的 分 布 即 为 $. 若 更 是 {6;} 的 凸 组 合 , 则 
yp 是 同一 组 系数 的 {pi} 的 凸 组 合 . 由 此 可 知 ， 特征 函数 全 体 的 集合 C 具 
有 下 述 的 性 质 : 

(i) C 中 元 素 的 凸 组 合 仍 属于 C， 

(ii) p1,p2 EC p11:p2EC, 

(i jp ECFEC, 

(iv) p EC ph eC. 

若 令 随机 变量 z 的 特征 函数 为 p(z), 则 az+b 的 特征 函数 为 e**yp(az). 

现 将 在 82 节 所 举 的 一 维 分 布 示例 中 分 布 的 均值 M、 方 差 V 和 特征 
函数 o(z) 列表 给 出 , 见 表 4-1. 


4-1 
$ M V p(z) 
6 分 布 6(*;a) a 0 eiaz 
二 项 分 布 。 B(*;p,n) np npg (pe’* + g)" 
Poisson 分 布 ”Pl(*; 入 ) 入 入 exp{X(eiz — 1)} 
正 态 分 布 。N(*;a,%) a 9 expfiaz — $22} 
Cauchy 分 布 Cl(*;a,c) 没有 没有 exp{iaz — c|z|} 


因为 (peiz +g)j”. (pez 十 9)"” = (pe +g)"tn 所 以 由 (4.17) 得 
有 (Pim)* B(';p,n) = B(';p,n+n). 
同 理 可 得 
6(";a)*6(";a) = 6(";a+ 0"), 
P(*;N) * P(';N) = P(; 和 +X), 
N(°;a,v)* N(';a’,v) = N(';a+a’,v+v), 
Cl:;a,c)*C(;a,c) = C(";a+a,c+o). 
又 因 当 wv 一 0 时 , exp {iaz 一 322} 一 ei%*, 所 以 由 式 (4.10) 和 式 (4.11) 之 
间 的 (iD 得 N(*;a,v) 一 5(.;a). 在 这 种 意义 下 , 6 分 布 可 以 看 做 正 态 分 布 
的 退化 情形 . 同 理 5 分 布 又 可 以 看 做 Cauchy 分 布 的 退化 情形 . 
上 面 所 得 到 的 结果 仍然 可 以 照样 推广 到 m 维 的 分 布 上 去 . 此 时 , 分 
布 函数 就 由 下 式 所 给 定 : 
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Fl(&, 和 ,Em) 一 $((—o0, €1] Xx (一 oo) cz] 关 、 区 (一 co ém]). (4.20) 
分 布 序列 收敛 的 定义 也 与 一 维 时 相仿 . 特征 函数 可 由 
?= | eo), (w= nk (4.21) 
R™ v=1 
来 定义 , 而 其 性 质 就 完全 与 一 维 的 情况 相同 . 均值 和 方差 分 别 成 为 均值 向 
量 和 方差 和 矩阵. 其 分 量 可 由 
Mi= | gs(dé), Vs= f&-Mme -mse) (a2) 
Rm R™ 
给 出 . 若 更 是 随机 向 量 z = (zl ZT2，,… ,zn) 的 分 布 , 则 上 述 的 也 ;AM 和 
T 分 别 为 
F(&, Ee ;Ermn) 3 P{w/z1(w) < &1, ES ,Tm(wW) < ém}, 
po(z) = E(ei(>®)), 
M= Ez), Vi;= E{(zi— E(zi))(z; — E(x;))}. 


者 就 82 所 举 的 mm 维 分 布 的 例子 来 求 M,V 和 y, 则 可 列 为 表 4_2. 


表 4-2 
一 vv 
M V p 
CO 
6('; a) a 0 eil(z,0) 
Vp = npp(l — py) Ee 
B(*;p, n) np A pveizr 
人 Vv = -npupy(w #1) Sr 
N(:; Q， V) a V expti(a, Z) 一 到 (Vz, z)} 


在 定义 正 态 分 布 的 时 候 , 假定 了 Y 是 狭义 正定 对 称 和 矩阵 . 当 Y 是 广 
义 正定 对 称 时 , 若 令 V = V +I/n(I 是 单位 矩阵 ), 则 六 成 为 狭义 正定 
对 称 , 因而 可 以 定义 Nu = N(.;a, Vn). 这 个 分 布 的 特征 函数 pn(z) 可 由 
下 式 给 出 : 


pn(z2) = exp{ila, 之 ) 一 3(Vaz,z)} = 2(z)exp{ 一 元 (2 划 }， 
此 处 


ofz) = exp{ila, z)— 3(Vz,2)}. 
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故 pa(z) 在 z 的 任意 有 界 集合 上 一 致 收敛 于 p(z), 因为 pn(z) 是 Nn 的 
特征 函数 , 所 以 p(z) 也 就 是 某 一 分 布 N 的 特征 函数 , 而 且 N 是 分 布 序 
列 {N} 的 极限 . 这 个 N 记 为 正 态 分 布 N(;a,V). 当 V 特别 是 狭义 正 
定时 , 这 就 与 上 述 的 定义 相 一 致 . 若 V 不 是 狭义 正定 即 detV = 0 时 , 那 
么 这 个 正 态 分 布 就 叫做 退化 的 正 态 分 布 . 这 时 , 这 个 分 布 的 支 集 不 是 整个 
空间 Rm, 而 是 其 中 的 某 些 超 平面 . 但 即使 是 在 退化 的 场合 , a 和 Y 仍然 
分 别 是 N(*; a, VV) 的 均值 和 方差 . 

最 后 , 就 无 限 维 空间 R4(B4) 上 的 分 布 , 定义 其 均值 向 量 M、 方 差 
和 矩阵 V 和 特征 函数 p(z). M 和 VV 完全 与 mm 维 的 场合 的 定义 相同 . 特征 
函数 与 以 前 稍 有 不 同 的 地 方 . 在 m 维 的 情况 下 , z 也 是 m 维 的 任意 向 量 ， 
但 在 无 限 维 (R4) 的 情况 下 , z 就 只 取 几 乎 所 有 的 ( 即 除 有 限 个 例外 的 意 
思 ) 坐标 为 0 的 R4 的 元 素 . 令 这 样 的 点 的 全 体 为 RE. 当 zeREEER4 
时 , 就 可 以 定义 (z,&€) = 2 zata. 因为 右边 实际 上 是 有 限 和 , 所 以 不 会 发 
生 收 化 与 否 的 问题 . 对 于 R4(B4) 上 的 分 布 P, 其 特征 函数 p(z) 就 定义 
为 

i y cilz6)P(de)， z € RE. 
及 4 


在 olz) 中 留 下 有 限 个 坐标 , 然后 令 剩 下 的 都 为 0, 就 得 p(z) 的 截 
口 (section). P 的 特征 函数 的 截 口 就 是 P 的 射影 (2.12) 的 特征 函数 . 据 
此 , Kolmogoroff 定理 可 以 改 述 如 下 . 

若 z e Rh 的 函数 p(z) 的 任意 截 口 是 特征 函数 , 则 p(z) 是 R4(B’) 
上 的 某 个 分 布 的 特征 函数 . 并 且 这 分 布 是 唯一 决定 的 . 

利用 这 点 , 就 可 以 定义 无 限 维 的 正 态 分 布 . 令 M 为 R4 的 任意 的 元 
素 , V 为 R4x4 的 元 素 , 并 且 满足 

Vag = Vea (Vag 为 V 的 坐标 )， 
(Vz,z) = >》 Vapzazp >0 (zeéER): 
apB 


(注意 右边 实质 上 也 是 有 限 和 .) 若 令 
plz) = exp{i(z, M) = 3(Vz,)}, 


由 于 op(z) 的 任意 截 口 是 正 态 分 布 (包含 退化 的 情形 ) 的 特征 函数 , 因而 由 
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上 面 改 述 的 Kolmogorof 定理 , yp(z) 可 以 定 出 R4(B4) 上 的 分 布 . 此 分 布 
叫做 R4 上 的 正 态 分 布 N('; M,V). 因为 此 分 布 在 (ai, a2,…,an) 上 的 
射影 对 应 于 w(z) 在 (a1, qz,…,an) 上 的 截 口 , 故 得 N(*; (Mo), (Ta )). 
由 此 容易 知道 , M 和 V 分 别 是 此 分 布 的 均值 和 方差 . 


85 随机 过 程 


随机 过 程 (stochastic process, random process) 是 把 随时 间 变 动 的 偶然 
量 抽象 起 来 的 概念 ， 从 测度 论 观 点 下 的 概率 论 来 看 ,就 可 这 样 来 定义 : 
令 0(B,P) 为 基本 的 概率 空间 , T 为 实数 的 集合 , 对 应 于 了 的 元 素 t 
的 随机 变量 z,(w) 所 成 的 族 就 叫做 随机 过 程 ， 从 应 用 上 来 说 , 上 表示 时 
间 , 而 ze(w) 就 表示 该 偶然 量 在 时 间 t 的 值 . 至 于 人 的 取 法 , 既 可 以 是 
{1,2,3,…*}, 人 {…, 一 3, 一 2, 一 1,0, 1, 2, 3,…} 这 样 的 离散 集合 , 又 可 以 是 区 间 
(0,00),( 一 00, 00), (0,b) 这 样 的 连续 集合 . 了 是 离散 集合 的 情形 特别 叫做 随 
机 序列 (random sequence). 

随机 过 程 zt(w),t € T, 又 可 以 考虑 为 无 限 维 的 随机 向 量 z(w) = 
ITzi(w). z(w) 虽 是 取 值 于 RT(B7) 内 的 随机 向 量 , 但 因 RT7 的 元 素 是 定 
义 于 TT 上 的 实 函数 , 所 以 对 于 每 一 w 就 有 一 个 这 样 的 函数 与 之 对 应 . 在 这 
种 意义 下 , 随机 过 程 有 时 也 叫做 随机 函数 (random function). 与 w 对 应 的 
t 的 函数 叫做 样本 函数 (sample function) 或 者 样本 过 程 (sample process). 
因为 随机 过 程 是 取 值 于 RT(B7) 内 的 随机 向 量 , 所 以 其 分 布 就 为 R7(B7) 
上 的 概率 分 布 . 若 其 为 正 态 分 布 , 就 叫做 正 态 随机 过 程 (normal stochastic 
process). 

者 zi(w) 是 取 复 数值 的 w 的 可 测 函 数 , 则 zs(w),te 叫做 复 随 机 过 
程 . 至 于 把 正 态 随机 过 程 推广 到 复 随机 过 程 的 场合 , 将 在 827 中 讨论 . 
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86 ”可 加 过 程 的 定义 


可 加 过 程 (additive process, differential process) 是 这 样 的 随机 过 程 , 当 
时 间 变 动 时 , 它 将 加 上 独立 的 增 量 . 详细 地 来 说 , 对 于 -co <a <b< %， 
随机 过 程 zt(wj(ae 和 t < 9) 叫做 可 加 过 程 , 如 果 满 足 : 

(i) za(w) 三 0， 

(说 对 ag to < < 机 之 b, zt 一 Zti(i = 1,2,…,n) 是 独立 的 . 

同样 又 可 以 定义 可 加 序列 (additive sequence) zn(w),n = 0,1,2,…， 
这 时 代替 (i) 的 是 yn = zn 一 zn-1(n = 1,2,…) 为 独立 的 . 

下 述 的 构成 定理 是 讨论 可 加 序列 的 基础 . 

定理 1 ”对 任意 的 一 维 分 布 序列 $1, 5,…, 都 可 以 在 适当 的 概率 空 
间 上 定义 可 加 序列 {zw}, 使 得 zn 一 zn-_1 的 分 布 为 $B. 

证 明 ”假使 已 经 得 到 了 所 求 的 rw 那么 , yn = Tn 一 Zn-_1,n = 1,2,…， 
就 是 独立 的 , 且 以 5 为 其 分 布 . 故 无 限 维 随机 向 量 y(w) = IIw(w) 的 分 
布 就 是 Bn = 1,2,… 的 直 积分 布 . 由 此 可 见 , 定理 可 以 这 样 来 证 明 : 设 
T={1,2,.…},0=R’',B= B"',P=]l6$, 又 对 wen 设 


yn (0) = pn(w)，zn(w)= ,yr(w), (6.1) 


则 {zn} 就 是 所 求 的 序列 . 
下 面 是 关于 可 加 过 程 的 一 个 相应 的 定理 . 令 zi(a < t < 5b) 为 可 加 过 
程 ， Bst 为 zt 一 zs(s < tt) 的 分 布 . 因为 当 s <t <w 时 , zw - zs 是 独立 随 
机 变量 z1 - zs 和 zu 一 zt 的 和 , 所 以 
Dou = Bot* Br (s<t<u). (6.2) 


定理 2 若 Bi(a < t <b) 为 满足 (6.2) 的 分 布 系列 , 则 可 以 在 适当 
的 概率 空间 上 确定 可 加 过 程 z:(a < t < b), 使 得 rt 一 zs 的 分 布 为 $5. 
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证 明 ”为 了 找到 构造 出 zt 的 线索 , 假设 已 经 得 到 了 zx， 而 去 求 随机 
向 量 z(w) = Jre(w) 的 分 布 的 特征 函数 w, 设 T= [a,b). 对 ze 及 z ， 


p(z) = E(ei(*®)). (6.3) 
特别 地 , 当 z 的 坐标 除 ,zs，…,z4,( <t<… < 机 ) 以 外 均 为 0 时 ， 
yp(z)=E (e” | 


.1 一 zt n 
=B(e™ 和 人 2 | (: -一 》 ,zt 加 一 0] 1 


由 {zi 一 zt _:} 的 独立 性 可 知 上 式 等 于 JJw。，, (z) (es = Bw 的 特 
征 函 数 ), 因而 
yp(z) 二 [pe tu (ze, 4 Ztn ). (6.4) 


这 样 一 来 , 就 知道 了 定义 z(w) 的 分 布 的 方法 , 由 此 可 将 定理 如 下 证 
明 . 对 z e RZ, 按照 (6.4) 来 定义 p(z). 这 里 必需 注意 :“ 比 如 241 Zt2y* **， 
Zt 中 的 Zt, 等 于 0 时 ， o2(z) 虽然 也 可 以 由 pt， Phit2y PEy_2ty1 pty_itvtl 
tvritv42 “Ptn_1t。 来 定义 , 但 要 证 明 它 与 (6.4) 的 右边 一 致 2(z) 的 定 
义 才能 肯定 .” 为 此 ,只 要 证 明 pt, ,4,,,(z) = yt,_it,(z)prt,,i(z) 就 够 
了 ,而 由 (6.2) 即 知 此 事 必然 成 立 ， 下 面 将 证 明 , 把 (6.4) 的 右边 看 做 
zt，"…, zt 的 函数 时 , 那 就 是 某 个 n 维 分 布 的 特征 函数 . 为 此 , 考虑 使 得 
直 积 分 布 [ B41, 分 布 于 R"(B") 上 的 概率 空间 8'(B', P'), 且 在 其 上 
设 区 (wo) = pu(w') 时 , 则 其 分 布 为 三 ，,。 ,并 且 这 些 随机 变量 都 是 独立 的 
因此 , 若 设 zi(w') = ule), 且 令 随机 向 量 zw/(w') = IL,zi(w') 的 分 布 的 
特征 函数 为 py/(zi, zo,…, zn), 则 知道 (6.4) 的 右边 等 于 Pp(Zt1s Zea 2 ). 
故 由 Kolmogoroff 定理 (变形 ), 得 yp(z) 是 RT7(B7) 上 的 某 个 分 布 (P) 的 
特征 函数 . 车 设 2 = RT7, B = BT, 则 2(B, P) 是 基本 的 概率 空间 , 又 若 
对 we 定义 ri(o) = pr(w), 则 {ze} 就 是 所 求 的 可 加 过 程 . 


87 ”可 加 过 程 的 例子 
设 反复 地 掷 一 枚 硬币 , 令 zs(zo = 0) 为 到 第 n 次 为 止 掷 出 正面 的 次 


87 可 加 过 程 的 例子 ”19 


数 ， 若 设 Y1 = 7T1,Y2 = 72 — T1,Y3 三 T3 一 TY2) 则 Yn 随 着 第 n 次 掷 出 
正面 或 者 反面 而 取 1 或 0. 因此 , wn 的 分 布 B 都 是 在 0,1 之 上 各 分 布 为 
1/2 的 纯粹 不 连续 分 布 . 并 且 {yn} 是 独立 的 随机 变量 序列 . 故 {zn} 是 可 
加 序列 , 而 其 数学 模型 就 可 由 前 节 的 定理 1 来 构成 . 

下 面 来 考虑 随机 游 动 (random walk) 的 问题 . 假设 一 酒 醉 者 从 贯通 着 
东西 的 马路 上 的 一 点 出 发 ， 一 步 一 步 地 向 东 或 者 向 西 跑 , 这 完全 是 偶然 先 
择 的 , 设 他 在 走 了 m” 步 后 所 处 的 位 置 为 zn( 在 出 发 点 的 东边 为 正 , 西边 为 
负 ). 若 设 yi = Zz1,y2 = za 一 zh 则 yn 随 着 第 n 步 向 东 跑 或 者 癌 西 
跑 而 取 +1, 并 且 它 们 的 概率 分 别 为 1/2. 也 就 是 说 , yn 的 分 布 5 就 是 
$,( 土 1) = 1/2 的 纯粹 不 连续 分 布 . 又 因 {yn} 可 以 考虑 为 独立 随机 变量 序 
列 , 所 以 {zn} 是 可 加 序列 ， 而 这 也 可 由 前 节 的 定理 1 来 构成 . 

其 次 , 以 Poisson 过 程 (Poisson process) 作为 可 加 过 程 的 例子 . Poisson 
过 程 z4,0 < t < oo, 是 一 可 加 过 程 , 而 且 zt -zs(t < 5) 的 分 布 Bst 就 等 
于 Poisson 分 布 P('; A(t 一 s)). 此 处 是 正 的 常数 . 因为 Bst 满足 前 节 
的 定理 2 的 条 件 (6.3) ( 见 86), 所 以 可 以 利用 这 个 定理 . 当 h 一 0 时 , 由 
Poisson 分 布 的 定义 就 立即 知道 


P{w/zttrh — Tt 之 1} = P{w/zt+h — Tt 一 1} 改 入 .… 几 . 


假设 某 些 现象 在 各 个 瞬间 独立 地 发 生 或 不 发 生 , 而 且 令 其 在 (tt+ dt) 之 
间 发 生 的 概率 为 和 dt. 这 时 在 [0,4 之 间 发 生 的 次 数 z 可 以 看 做 Poisson 
过 程 ”. 

作为 可 加 过 程 的 另外 的 一 个 例子 ， 可 以 举 出 Wiener 过 程 (Wiener 
Process). 这 其 实 是 随机 游 动 问题 的 一 种 连续 情形 . 它 可 用 一 个 可 加 过 程 
zt(0 <t< co) 来 定义 ， 使 得 2t 一 了 Ts 的 分 布 $st 是 正 态 分 布 N(';0,t 一 5). 
因为 Bw 也 满足 前 节 定 理 2 的 条 件 (6.2)( 见 86), 所 以 可 以 利用 这 个 定理 . 

若 zi 是 可 加 过 程 , 则 art + Bt 十 也 是 可 加 过 程 . 又 若 zi(a < t <b) 
和 wla < t < 4b) 都 是 可 加 过 程 , 并 且 随 机 向 量 2 = Jr 和 w= IJyw 是 


独立 的 (也 可 以 这 样 说 ， “ 车 对 任意 的 二,t2,… ,tn,n 维 随机 向 量 Jre 和 


Q@ 这 一 结论 的 一 个 简单 证 明 ， 可 参见 复旦 大 学 数学 系 郑 绍 湾 等 编 的 《概率 论 与 数理 统计 》， 
上 海 科学 技术 出 版 社 , 1961, §6 之 例 7， 一 一 校 者 注 
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JIy, 是 独立 的 ”), 则 azs +Bye(a < t < 4b) 也 是 可 加 过 程 . 对 于 两 个 以 上 的 


可 加 过 程 来 说 这 一 结论 也 成 立 . 利用 这 个 事实 , 由 Poisson 过 程 和 Wiener 
过 程 出 发 , 就 可 以 构成 更 一 般 的 可 加 过 程 ( 见 817). 


88 ”关于 独立 随机 变量 之 和 的 不 等 式 
定理 1(Kolmogoroff 不 等 式 ) 。 设 x1,7x2,…,zn 为 独立 , 且 


E(xi)=0, V(zi) <o%, i=1,2,...,%n, (8.1) 
则 
n 1 志 
P{w/ mx [zi 十 … 十 Zk| 之 c} < 互 2 Vt) (8.2) 


证 有明 设 4 = {w/z1], |z1+ x2|, + , |z1 十 .…' 十 ZK_1i| < c,|zi 十 … 十 
Zh| 之 c},1 < kk<n, 并 令 A4 的 示 性 函数 为 ok(w).ak(w) 关于 zi za ,zk 
是 可 测 的 . 由 A 的 定义 , 可 知 41, 42,…, 4 互 不 相交 , 于 是 (8.2) 的 左 
边 等 于 
P(A1+A2s+:…+ An)= ) p(Ak). 
由 E(xi) =0, 得 
V(z1 十 … 十 zn) = E((z1 + + zn)?), 
又 因 > ak < 1, 所 以 上 式 > 5 Elar(ri 十 … 十 Zn)2)， 
k 
但 因 
E(axk (zi 十 … 十 Zn)2) =E(ax (zi 十 …… 十 ZK)2) 
+2E(ak(Z1 二 二 Zk) (TEL 十:… 十 Zn)) 
+E(ak(Zk+1 十 … 十 Zn)2). 
由 ax 的 定义 可 知 第 1 项 > c2P(4k). 因 ak(zi 十 … 二 zk) 和 (zk+i 十 .十 zn) 
分 别 关 于 (z1,… ,zk) 和 (zk+1,……,zn) 是 可 测 的 , 所 以 这 些 随机 变量 是 
独立 的 , 并 且 E(zk41 十 … 十 zn) = 0, 故 第 2 项 为 0, 第 3 项 > 0. 因此 ， 
上 式 > c?2P(A), 于 是 
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V(zl 十 … 十 Zn) 疡 c2 》 PC4h). 
又 由 {zx} 的 独立 性 可 知 左边 等 于 》 Y(zk). 综合 以 上 所 述 就 得 (8.2). 
定理 2(Ottaviani 不 等 式 ) 车 z1,7z2,… ,zn 为 独立 , 并 且 
P{w/lzrrit+ :+ zn| < c}21/2, k=0,1,..…,n—1, (8.3) 
则 
P{w/ max [zi 二 +zx| > 2c} < 2P{w/|z1+:…+2n|>c}. (8.4) 


证 明 ”车 令 
Ax={w/|z1l, [zi1 + x2),** ,|T1+ :+ Tr-1| < 20, 
[zi1+:…++zk|>2c}, lg<kgn, 

Bir={w/|zktit+ + Tnl < c}, l1<k<nol, 
则 A1, 42,…, hn 互 不 相交 , 于 是 (8.4) 左边 的 w 集合 等 于 A1 十 Az 十 … 十 
Ahn. 因由 |z1 十 :… 十 Zk| > 2c, |Zk+41 十 … 十 Zn| < c 可 以 得 出 |zi 十 … 十 zn| > 6， 
所 以 若 令 (8.4) 右边 的 w 集合 为 C, 则 得 

41. Bi+A2: Bz++…+ An: Bn S C， 此 处 B， = 1. 
因为 A 由 形状 为 (z1,…, zk) E EB 的 条 件 而 定 ， Bi 由 形状 为 (zk41,…， 
zn) € EB' 的 条 件 而 定 , 又 因 (z1,… ,zk) 和 (zk+41,… ,zn) 是 独立 的 ,于 
是 P(Ax Bx) 三 P(Ax)P(B:). 由 (8.3) 得 P(B:) > 1/2. 故 P(ArBr) 之 
P(4k)/2. 因此 
P(C)> P(A1B1)+ P(A2B2) +:…*+ P(AnBn) 
之 3(P(A1) + P(A2)++:…++ P(A,)) 


P(C) > =P(Ai+ A2+.…+ An). 


1 
2 
8$9 0-1 律 


当 w 集合 4 的 示 性 函数 a(w) 关于 随机 向 量 z(w) = 开 ZA(w) 为 可 
测 时 , 就 称 4 关于 z(w)( 或 关于 zx,Ae 4) 是 可 测 的 . 令 入 为 4 的 任意 
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元 素 , 上 为 任意 的 实数 , 考虑 所 有 形状 为 {w/z、< &} 的 w 集合 , 而 把 包 
含 这 集合 的 最 小 Borel 集合 体 记 为 B(x) 或 者 B(z、, 和 Ae€ 4).“ 4 关于 
z(w) 可 测 ” 就 等 价 于 4 是 B(z) 的 元 素 . 换言之 , 4 是 形状 为 {w/z(w) e 
E}(E € B^) 的 集合 . 此 时 , 对 于 任意 的 入 ,和 2,…, 和 ,EA 及 EEeB" 来 
说 ， {w/(zAZxa TA ) € E} 关于 z 是 可 测 的 . 又 若 A1, M2,.…… ,An E 4, 
则 使 得 z, (w),n = 1,2,…, 收敛 的 w 全 体 的 集合 关于 z 也 是 可 测 的 . 

引 理 1 令 4 关于 zx(Ae 4) 为 可 测 . 则 对 于 任意 的 。 > 0, 可 在 
4 中 找 出 有 限 个 元 素 , 例如 入 ,和 2,…, Mn, 及 存在 关于 zx ,zs,…, 7、 为 
可 测 的 集合 4。, 使 得 


P(A— A)+P(As— A) <e. (9.1) 


证 明 因为 具有 上 述 性 质 的 4 全 体 是 一 Borel 集合 体 . 此 外 , 具有 
形状 为 {w/z 和 < &} 的 集合 具有 这 种 性 质 , 所 以 B(z) 中 的 元 素 都 具有 这 
种 性 质 . 

称 4A(Ae 4) 是 独立 的 , 意 指 其 示 性 函数 的 集合 ax(w)(Ae 4) 构成 
独立 随机 变量 系 . 

引 理 2 ”者 41, 42,…( 有 限 个 或 者 可 数 无 限 个 ) 是 独立 的 , 则 


P( 门 4 = 了 [P(4.)， 此 处 4 = 4 或 者 4c. (9.2) 


引 理 3 ” 令 zx(w)(Ae 4) 为 独立 随机 向 量 系 , 若 对 各 个 Ae 4, A、 
分 别 关 于 zx(w) 为 可 测 时 , 则 4A(Ae 4) 是 独立 的 . 

定理 1(Kolmogorof 0-1 律 )” 设 zi,zz,… 是 独立 的 , 且 若 对 任意 的 
n 来 说 , 4 关于 zn, zn+l 为 可 测 , 则 


P(4) = 0 或 者 1. (9.3) 


证 明 ”因为 4 关于 zi,zz,… 是 可 测 的 , 所 以 对 于 s, 取 足 够 大 的 nn， 
就 在 (9.1) 的 意义 下 , 可 用 关于 z1,z2,…,z 为 可 测 的 A。 来 逼近 4. 
为 4 关于 zn+l,zn+2,…… 也 是 可 测 的 , 所 以 由 {zx} 的 独立 性 , 可 知 4 和 
4e 是 相互 独立 的 ( 引 理 3). 故 P(4. 4,) = P(4)P(4。). 由 (9.1) 得 


IP(A)— P(Ac)| <e, |P(A)-— P(A hc)| <e. 
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因此 , 令 < 一 0 便 得 P(4) = P(4)2, 即 P(4) = 0 或 者 1. 
应 用 定理 1, 就 可 以 证 明 : 若 zi,zz,… 为 独立 , 则 


P{w/ zn 收 全 |} = 0 或 者 1， 
P{o/= > 一 - 0} = 0 或 者 1. 
v=1 
定理 2(Borel-Cantelli 定理 ) “车 事件 序列 {4%} 满足 


DP(4n) < oo， (9.4) 
则 
PllimAn)=0, Pllim4e) = 1. (9.5) 
车 {4%} 是 独立 的 , 而 且 
2 P(4n) = oo (9.6) 
则 
PllimAn)=1, Pllim4ec) = 0. (9.7) 


证 明 ”者 假定 (9.4) 成 立 , 则 
P(limA,) = A 局 4 汪 < P( U Ah) < 》`P(4n) 一 0 
n>k n>k 


故 (9.5) 的 第 一 式 即 被 证 明 | 利用 jim4s = (lim4)*, 第 二 式 就 可 由 第 1 
式 导 出 . 
其 次 令 {4,} 是 独立 的 , 且 令 (9.6) 成 立 . 
PllimA:s) = MN 4) < SPN 4) 
n> k n>k 
由 引 理 2， 


P( nN 4:)= TI P(4S) = IIG -P(An)). 


nn 之 上 nn 之 k 


因由 (9.6) 得 已 p(A, ) = co, 所 以 上 面 的 无 穷 乘积 为 0, 于 是 P(lim 4e) 
也 为 0. 因而 PmA, ) = 
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810 ”可 加 序列 的 收敛 


令 Zn (7 一 0, 1, 2,- -) 为 可 加 序列 . 车 设 Yn = Tn 一 了 TYn 一 1， 则 {yn} 是 
独立 的 随机 变量 序列 . 本 节 的 目的 是 来 考察 当 一 oo 时 z 的 收敛 条 件 . 
若 以 C 表示 使 rs(w)(n = 0,1,2,…) 收敛 的 w 集合 , 则 得 

c= UU 站 fw/lzm(w) — zn(w)| < 1/p} 
p k m,n>k 
=[ Uj 站 {w/lyn+1(w) 于 站 ym(w)| < 1/p}. 
p k m,n>k 
故 C 关于 y,yo,… 是 可 测 的 . 因为 zn(w)(n > 0) 的 收敛 等 价 于 z,(w) 一 
ZN(w)(n > N) 的 收敛 , 所 以 也 可 以 写成 
C= 们 品 自 {eo/lynri(o) + + yn(w)| < 1/p), 


p kZ>N mn>k 
而 C 又 可 以 说 是 关于 yn,yn+2,… 是 可 测 的 . 故 由 Kolmogoroff 0-1 律 ， 
就 得 
P(C) = 0 或 者 1. (10.1) 
那么 在 什么 样 的 条 件 下 , P(C) 才 为 1 昵 ? 首先 叙述 充分 条 件 . 
定理 1 车 {E(zn)} 与 {V(zn)} 同时 收敛 , 则 P(C) = 1, 也 就 是 说 ， 
证 明 由 于 zn = (zn 一 EE(zn))++ 五 (Zn),V(zn) = V (zn — E(rn)), 因 
而 设 B(xn) = 0 也 不 会 丧失 普遍 性 . 因为 
> V (yn) = Jim V(zn) < co， 
1 
所 以 对 任意 的 s > 0, 存在 n(e), 而 且 当 n > n(e) 时 , 总 有 
> V(yn) < <. 


根据 Kolmogorof 不 等 式 , 得 


ee py 
P{w/ RE |yn+1 十 二 yn 二 | > a} DS efa 
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令 m 一 00 便 得 
P{w/ sup |yn+1 十 十 grn+k| > a} < e/a’. 


因为 [yntk+t: * 十 Yn+l| < |yn+1I 十 … 十 Yn+k-1| 十 |yn+1 十 : 十 yn+ti| (k < 1), 
所 以 由 上 式 得 出 


P{w/ sup |ynik 二 "十 Ynti| > 24} <e/a: (n>n(e)), 
[> 大 
令 一 oo 就 得 
P{w/ lim suplyntk + + nn) > 2a] <e/a2 
BOO Tk 
先 令 = 一 0, 而 后 再 令 a 一 0 就 得 


P{w/ lim sup |yn+K 十 :… 十 yn+i| > 0} =0; 
nO0 li>k 


这 就 说 明了 C 的 余 集 的 PP 测度 为 0. 

下 述 定理 说 明了 几乎 处 处 收敛 的 必要 而 且 充分 条 件 . 

定理 2( 三 级 数 定理 ) ”车 设 当 |yn(w)| < 1 时 WW(w) = yn(w), 当 
yn(w)| >1 时 多 (wo) = 0, 则 z 几乎 处 处 收敛 的 充分 必要 条 件 是 下 面 的 
三 个 级 数 都 收敛 : 


DE(y), >》 Vy), DP{w/yn #0W}. (10.2) 


证 明 ”充分 性 . 由 于 前 两 个 级 数 的 收敛 性 , 故 根据 定理 1 可 知 六 久 
是 几乎 处 处 收敛 的 . 由 第 3 个 级 数 的 收敛 性 , 而 且 根据 Borel-Cantelli 定 
理 , 可 知 在 某 项 之 后 加 (w) = WW(w) 的 概率 为 1. 故 由 风 的 几乎 处 处 收敛 
性 , 而 得 出 如 是 几乎 处 处 收敛 的 . 

必要 性 . 者 设 》 P{fw/ 和 多 } = co, 则 根据 Borel-Cantelli 定理 ， 
可 知 对 无 限 多 个 wyn(w) 关 多 (w) 的 概率 就 是 1. 因为 yn 天 内 等 价 于 
lyn| > 1, 所 以 无 限 多 个 y,, 的 绝对 值 大 于 1 的 概率 也 是 1. 故 守 加 发散 的 
概率 就 为 1. 所 以 为 了 使 yn 即 zn 几乎 处 处 收敛 , 就 需要 》 P{w/yn 尖 
多 } < eco. 车 此 式 成 立 , 则 再 次 根据 Borel-Cantelli 定理 , 可 知 由 vy; 的 
几乎 处 处 收敛 性 就 会 得 出 5 的 几乎 处 处 收敛 性 . 现在 令 y' 的 分 布 为 
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$,, 而 令 $, 的 负 反 分 布 为 $,, 又 令 Cn * $, 为 $,. 因为 2n 的 支 集 为 
[-1,1], 所 以 6 的 支 集 就 为 [-2,2]. 显然 有 


M($,)=0, V($,)=2V(6,) = 2V(y,). 


若 令 5 的 特征 函数 为 pn(z), 则 名 的 特征 函数 就 为 Ipn(z)|?. 如 上 面 所 
证 , 因为 六 网 是 几乎 处 处 收敛 的 , 所 以 


Br E(eiz(yi+"+yn)) 区 E(eir%), zo = 光 所 = lim zn, 
N+O0 


因此 , [] pn(z) 在 z = 0 的 某 些 邻 域 (|z| < oa) 上 不 为 0, [lpn(z)l? > 
0(|z| < a), 由 此 得 出 
0 一 |en(z) 门 < oo， 


也 就 是 
fa coszé) $n (dé) <oo. 


因为 对 足够 小 的 来 说 , 有 1 一 cos€ > &2/3, 所 以 若 令 z 为 足够 小 的 正 数 


2p2 _ 
5 /he) < 


由 此 可 知 污 V($) 收敛 , 从 而 沁 V() 是 收敛 的 ， 故 由 定理 1 可 知 
站, (WB(W)) 是 几乎 处 处 收敛 的 . 但 因 开 砍 由 假设 是 几乎 处 处 收敛 
的 , 所 以 知 并 已 ( 罗 ) 也 是 收敛 的 . 

定理 3 ”下 述 的 3 个 条 件 是 等 价 的 : 

Gi) zn 的 分 布 收敛 ， 

(i) zn 依 概率 收敛 ， 

(iii) zn 几乎 处 处 收敛 . 

证 明 (ii 的 > (i) 是 显然 的 . 先 证 (i) 坟 (让 ). 若 令 yn 的 分 布 为 
5,,, 其 特征 函数 为 pw, 则 由 (i) 知 面 * Bo *…* 多 , 当 n 一 co 时 收敛 于 
某 一 分 布 5. 若 令 6 的 特征 函数 为 p 时 , 则 |p(z)| 在 z = 0 的 某 些 邻 域 
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lz| < a 上 大 于 某 一 正 数 b. 又 因 pl(z).pz(z)… 广义 地 一 致 收敛 于 yp(z)， 
所 以 对 任意 的 s > 0, 可 以 定 出 N(e), 使 得 


m>n>N(e) |pnti(2): pnt2(2) pm(z)—1|<s (|z| < o). 
现在 若 置 6(z) = pn41(z)… pm(z), 且 令 对 应 于 0(z) 的 分 布 即 zw 一 zx 的 
分 布 为 8, 则 当 m > n > N(e) 时 就 有 


I6(z)—1l<e (lzl ga), 


. /aemeaa| <e 


若 从 -a 到 a 对 z 积分 , 然后 再 除 以 2a, 则 得 


| (4 有 ee i 


因 存在 常数 C > 0, 使 得 


sinz 了 
1 -- 一 一 
7 CI 十 就 
/ -2 O(dz) < 
1 + zr2a2 me 
因而 


C2a? 
综 上 所 述 , 当 m > n > N(e) 时 , 有 

P{w/|zm— zn| > 7} < (1+72o2e/CT2a2. 
这 就 说 明了 zn 是 依 概 率 收敛 的 . 剩 下 的 就 是 证 明 (ii) 坊 ( 阁 ), 但 这 与 定理 
1 的 证 明 方 法 相似 ， 只 要 以 Ottaviani 不 等 式 来 代替 Kolmogorof 不 等 式 
就 行 了 . 


811 散布 度 


如 前 面 所 述 , 方差 是 表示 分 布 散 布 程度 的 标志 , 但 方差 不 一 定 存 在 ， 
它 的 运用 范围 就 有 所 限制 . 因此 引进 散布 度 这 样 一 个 概念 , 散布 度 对 所 有 
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的 分 布 都 存在 而 且 起 着 与 方差 同样 的 作用 . 对 一 维 分 布 5, 就 称 下 式 中 的 
6(5) 为 5 的 散布 度 : 


6(8)=—1n | 1 上 ez 下 6(dz)@6(dy)| . (11.1) 


再 把 上 式 括 号 里 的 二 重 积 分 的 值 表示 为 q( 5), 并 称 它 为 5 的 集中 度 . 对 
随机 变量 z, 也 可 将 5(z) 和 g(z) 分 别 定义 为 由 z 的 分 布 8 所 决定 的 5(g6) 
和 gq(5$). 由 定义 知道 下 面 结论 成 立 . 

(i 0<g(§) < 1,0<6(6) < oo. 

(ii) q(z) = gq(z +0a) = gq(—2), 6(z) = 6(z +a) = 5( 一 7). 

(iii) q(8)=1 人 6(5)=0 合 5 是 6 分 布 . 

(iv) 5(zn) 一 0 今 存在 {an}, 使 得 zn - an 依 概率 收敛 于 0. 

证 明 ”< 是 显然 的 . 再 来 证 明 坊 . 由 5(zn) 一 0 得 出 


fee Bn,(dz) Bn(dy) 一 1 (5 是 zx 的 分 布 ). 


故 存在 {an} 使 得 
| e ls-on|g, (dr) — 1, 
也 就 是 
fa — els-0n|)g, (dr) — 0, 
故 得 


/ $, (dzx) < 天 = ja — 0-ls-enl)&, (dz) -0 
|z—an|>e I ers 


(v) 6(zn) 一 oo 伟 对 所 有 的 1,Qn(1) ==sup nla 一 1,a+] 一 0. 
证 明 ”车 令 6(zn) 一 oo, 则 g(zn) 一 0. 
Gn[a 一 /aa 十 中 一 // $, (dr) Bn (dy) 
lz—al,ly—alg!i 


之 $n (dz7) $n, (dy) < elg(zn), 


I|z—ylg2! 
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故 得 
Qn(l) < et/2g(zn)172? — 0. 


反之 , 对 所 有 的 1, 令 Qn(l) 一 0 


[ean< | 1 + "区 e 一 : + Qa(l), 
|z—yi>! Iz—y|<! 


gq(zn)= / | e-lz-ylg, (dz) Bn(dy) < e-! + Gu) 


车 取 1 足够 大 , 使 e-! < s/2, 再 取 n 足够 大 使 Qa(1) < e/2, 则 得 gq(zn) < e， 
因而 gq(zn) 一 0. 故 5(zn) 一 oo. 
(vi) 若 令 p 为 5 的 特征 函数 , 则 


2 
Wo 


因此 , 若 5 一 8 则 gq(5) 一 q($), 也 就 是 5(B4) 一 5(@)， 同 理 , 者 
zn 一 Z( 依 概率 收敛 ), 则 6(zn) 一 6(z). 
证 明 ”车 令 严 = (5 的 负 反 ), 则 8 * 丈 的 特征 函数 为 |p(z)|>. 


加 = {fe s(n) sy) = J f er ger) vay) 
= /es 7)(dz) ee v)(dz) 
1 d Z 0 
(vii) 散布 度 增加 原理 若 z,y 是 独立 的 , 则 
gq(z+Yy) < q(x) 即 6(z +Yy) 6(7), 


而 等 号 只 能 在 y 的 分 布 是 5 分 布 时 才 成 立 . 
证 明 ” 令 z 和 的 分 布 的 特征 函数 分 别 为 p: 和 pz, 则 


的 )e alas, < 工 ! / Ya (OP,, 


gq(Z +Y) = 


为 使 等 号 成 立 , 对 |p1(z)| > 0 的 z 必需 有 |pz(z)|? = 1. 然而 因 在 2=0 
的 邻 域 上 |wp1(z)| > 0, 所 以 在 同一 的 邻 域 上 得 lpz(z) 2 = 1. 令 y 的 分 布 


30 第 2 章 可 加 过 程 


为 6,$ 和 负 反 名 的 卷 积 为 $. 因为 多 的 特征 函数 是 |p2(z)|?, 并 因 多 是 
对 称 分 布 , 所 以 当 |z| < a 时 , 有 


/seozae =1 即 fu — cos(zé)) $(dé) =0. 
若 从 -a 到 a 对 z 积分 , 并 以 24 去 除 , 则 得 


/ ( 本 se ] 5(de) = 0. 


因为 
1_ sz > Cs，C = 正 的 常数 ， 
T 
所 以 2€2 
a ~ 


故 名 是 单位 分 布 6(;0), 而 多 就 是 一 般 的 5 分 布 . 

现在 令 zn 为 可 加 序列 ， 并 设 yn = Zn 一 Yn-i: 因为 za41 是 相互 独立 
的 rz。 和 yn+1 的 和 ， 所 以 gq(zn) > g(zn+1)， 因而 5(zn) < 6(zn+1): 若 设 
gq = lim gq(zn),6 = lim 6(2n), 则 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 1 5<o%0 侣 gq>0 合 存在 {an} 使 得 {zn 一 an} 几乎 处 处 收 
伍 , 并 且 6 = 6(lim(zn 一 an )). 

定理 2 jo0Sg=0Qn() = supP{w/a < Tn <a+il}—=0. 

证 阴 定理 2 早已 在 (v) 里 叙述 过 . 再 来 证 明定 理 1. 令 5< co, 也 
就 是 q> 0. 


1 lpi(2) lpn (oP :站 2 dz 
一 二 二 一 -一 一 一 一 一 4 三 二 一 一 一 一 . 
4 im: | 1+22 2 了 ww 1 十 好 


由 于 gq > 0， 故 可 适当 地 选取 一 测度 为 正 的 集合 4， 使 得 在 其 上 有 I] 


len(z)|2 > 0, 因此 
y [1 -len(z 门 < oo. 


帮 若 适当 地 取 一 测度 为 正 的 集合 41, 则 能 在 其 上 得 
y -len(9 门 <C<oo 


n 
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41 的 测度 ( 记 为 |41|) 可 以 假设 为 有 限 的 . 若 令 y 的 分 布 为 6B,, 5 
和 它 的 负 反 各, 的 卷 积 为 多 , 则 


S / 人 -ah 世人 过 CC (11.2) 


因为 0 < |41| < co, 所 以 


(1 ~ cos(zé))dz 
Al 


在 0 < | < co 内 为 连续 , 并 且 f(&) > 0. 当 | 上 | 一 co 时 , 就 由 Riemann- 
Lebesgue 定理 ”得 Fl) 一 |41| > 0. 当 全 一 0 时 , 就 得 


1 — sh 
故 f(&) 的 下 确 界 为 正 , 而 且 


人 (1 — cos(zé))dz > 5 (k > 0). 
因此 , 将 (11.2) 对 z 在 A1 上 积分 , 就 得 
£2 < 1 
5 /| ie) < C'. 
因为 


Ee > 
于吉 和 9 = [ /es 和 (dg (dn), 
所 以 适当 地 取 {5,,} We 


_E€-bn) , 
2 THe by 二 9 < /i ea $n(dé) <C.. 


因而 


2 
2 Gn(dé) < oo， 到 天 本 B, (dé) < oo. 


QD 参见 S. Bochner 与 K. Chandrasekharan 著 的 中 译本 《 傅 里 时 变 式 》, 何 旭 初 译 , 高 
等 教育 出 版 社 , 第 1 章 82. 一 一 校 者 注 
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现在 若 设 z, = yn 一 如 ( 当 [yn — bn | < 1 时 ), =0( 当 [yn 一 n| >1 时 )， 则 由 
上 面 的 结果 可 推 得 


> P{w/zn #Yyn ~— bn} < oo， 
> E(z2) < oo 


由 第 1 条 件 , 并 且 根 据 Borel-Cantelli 定理 , 就 知 在 某 项 之 后 z。 = 
Yn 一 bn 的 概率 为 1. 又 由 第 2 条 件 而 得 出 


》 TY(zn) < DE(z?) < oo 


根据 $10 的 定理 1, 可 知 并 (2 - cj(cs = BE(zm)) 是 几乎 处 处 收敛 的 . 
故 半 (yn 一 dn)(dn = bn 十 cn) 也 是 几乎 处 处 收敛 . 因而 {2 一 an}(a = 
di 十 dz 十 … 十 dn) 也 是 几乎 处 处 收 敏 ， 若 令 lim(z。 - aa) 的 特征 函数 
为 plz), 则 因 leC)P = 下 lpn(z)P, 而 得 gliim(zn - ao)) = 9% 因而 
tlim(zn 一 an)) = 6. 

上 述 定理 1 中 的 数列 {a} 叫做 收敛 化 常数 列 . 若 {a,} 是 收敛 化 党 
数列 , {5,} 是 收敛 数列 , 则 {a + bs} 是 收敛 化 常数 列 ， 作 为 求 收敛 化 党 
数列 的 一 个 方法 , 有 下 述 的 定理 ， 

定理 3 ”车 定理 1 的 条 件 得 到 满足 时 , 用 下 列 等 式 


五 (arctan(zn 一 cn)) 一 0  (*) 


决定 cn cn 所 成 的 数列 {cn} 就 是 收敛 化 常数 列 . 这 叫做 Doob 收敛 化 常 
数列 . 

证 明 ”首先 在 上 述 的 条 件 下 证 明 cn 是 唯一 确定 的 . 若 令 cm 从 -00 
变 到 co, 则 E(arctan(zn 一 cn)) 从 r/2( 狭 义 ) 单调 地 连续 减少 到 -x/2. 故 
存在 一 个 而 且 唯 一 的 一 个 cn 使 (*) 式 成 立 . 若 定理 1 的 条 件 满足 , 则 存 
在 收敛 化 常数 列 {a,,}. 者 能 证 明 {cn - an} 是 收敛 序列 , 那么 定理 3 就 被 
证 明了 . 为 此 , 只 要 证 明 {cn - an} 的 极限 点 是 唯一 的 就 行 了 . 现在 令 


Cp(n) 一 Qp(n) 一 c (p(n) 是 自然 数 的 子 序列 ). 
因为 
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Zptn) 一 cptn) = (Tp(n) — Qap(n)) — (Cp(n) 一 ap(m) > To 
所 以 
E(arctan(z — c¢)) = lim E(arctan(zZp(n) 一 Cp(n))) = 0. 
故 c 是 唯一 确定 的 . 
注意 ”在 定理 1 中 , 洒 y 叫做 收敛 型 , 而 在 定理 2 中 , 就 叫做 发 散 
型 . 
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令 zi,t ET= [ob 为 可 加 过 程 . 由 可 加 过 程 的 定义 和 散布 度 增 加 原 


理 , 可 得 
(s,t) C (u,v) SS (zu — Tu) > 6(Tt — Ls). 


特别 设 u = s = a, 就 知道 6(t) = 6(z4) 是 t 的 增 函 数 . 5(t) 的 不 连续 点 的 
集合 DD 至 多 是 可 数 的 . D 是 下 述 三 集合 的 和 . 

D+t={t/6(t+0) > 6(t),6(t — 0) = 6(t)}, 

D-={t/6(t +0) = 6(t),6(t —0) < 6(t)}, 

D°={t/6(t+0) > 6(t),6(t — 0) < 6(t)}. 


如 前 节 所 述 , 对 每 一 t, 使 得 
Ef{arctan(zt — f(t))} = 0 
的 常数 f(t) 是 唯一 确定 的 . 现在 设 
zt = zt — f(t), Zi = zt f(t). 

令 二 < to <… 一 +t 时 , 因为 zi,(n = 1,2,…) 是 可 加 序列 并 且 
6(tn) < 6(t), 所 以 {zi, 一 cn} 几乎 处 处 收敛 . 因为 El(arctan zi,) = 0, 所 
以 可 取 cn = 0. 也 就 是 说 , {z,} 是 几乎 处 处 收敛 的 . 其 极限 记 为 z_. 对 
于 固定 的 t,zt_ 除了 一 P 测度 为 0 的 集合 外 可 以 唯一 确定 (例外 集合 是 
随 t 而 变 的 ). 又 若 对 首 < 故 < … 来 考虑 同样 的 极限 , 令 它 为 zt_, 并 把 
{tw} 和 化 } 凌 在 一 起 , 令 太 < 雁 <… 一 而 再 令 所 对 应 的 极限 为 zt 
时 , 则 得 


ZA- = = (a.e.). 
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故 zx- 具 概 率 为 1 地 与 { 如 } 的 选择 无 关 . 但 例外 的 w 集合 是 随 t 而 变 
的 . 为 了 定义 zi4, 令 如 上 且 来 考虑 {zt, -zz,}, 这 也 是 可 加 序列 , 又 因 
bt 一 3)=6(2 一 2 )6(zti 一 Z), 所 以 {z 一 zi 一 cn} 几乎 处 处 收敛 . 
因此 , {zi 一 cn} 是 几乎 处 处 收敛 的 . 因为 E(arctan(zi, 一 cn)) = 0, 所 以 
{zt,} 几乎 处 处 收敛 . 令 其 极限 为 z1,，. 这 也 与 { 如 } 的 选择 无 关 . 
定理 1 

tg¢ DS P{w/z, 二 二 多-} =1], 

te DT 全 P{w/z— 三 zt} 一 ]， 6(2zt+ Zt) > 0, 

teED 今 P{w/z+ = zt} = 1, 6(zt — Zt ) >0, 

tE€ D? 兮 6(2zt+ = Zt) > 0, 0(zt Zt—) >0. 


在 证 明之 前 , 先 证 下 面 的 引 理 . 
引 理 ”车 {zw,yn,…,un} 对 所 有 的 n = 1,2,… 是 独立 的 ,并且 
Zn yn ,Un 当 了 一 OO 时 分 别 几乎 处 处 收敛 于 X,Y ,Yu, 则 了 2 
也 是 独立 的 . 
证 阴 
E{exp{i(07 + py + ++ wu)}} 
= lim Et{exp{i(07n + pyn + + Yun)}} 
= lim Ef{e'"}E{eivy}... Efe'v."} 
= Ef{e'”}Ef{ei?Y} Efe'w}. 


若 令 z,y,…,u 的 分 布 为 6, 5$,…, ,随机 向 量 (z,y,…,w) 的 分 布 
为 F, 则 由 上 式 知 道 , F 的 特征 函数 就 是 8 x 画 x…x 亚 的 特征 函数 ， 
而 这 两 个 分 布 相等 . 这 意味 着 z,y,…,w 是 独立 的 . 

定理 的 证 阴 由 上 面 的 引 理 ， 可 知 Zt— Lt— 和 Zt— 是 独立 的 ， 并 因 Zt 一 
(zt—2Zt-)+zt ,6(zt) = lim 6(zs) = 6(t 一 0), 所 以 若 6(t 一 0) = 6(2), 则 一 Zz- 
为 一 常数 ( 具 概率 为 1)， 由 于 E(arctanzt) = 0, 而 得 El(arctanz:_) = 
iim E(arctanzs) = 0. 所 以 这 常数 应 该 是 0, 也 就 是 说 , P(z, = z4-) = 1, 车 
6(t = 0) < 6(t), 则 Zt 一 Zt— 不 为 常数 ， 且 得 0(2 Zt ) > 0. 对 于 Zt 来 说 
也 是 一 样 . 综合 起 来 就 得 上 述 的 定理 . 
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下 面 将 把 所 有 的 z 的 跃 度 x+ --z_,t € D, 凌 起 来 定义 可 加 过 程 必 . 
对 这 个 w, 不 允许 简单 地 用 公式 
Ut = > 一 zs-) 


s<t 
s€ED 


作为 它 的 定义 , 因为 这 样 发 生 了 无 限 和 的 收敛 问题 . 因为 D 是 可 数 集合 ， 
所 以 可 把 其 元 素 排 成 一 列 s1, so,…. 设 
w= >》 (zs 一 一 
1<iZn 
el 
但 当 s; = t 时 , 就 以 za 代替 zx +. cf") 是 使 (arctan um) = 0 的 常数 . 
因为 ul” 是 独立 随机 变量 的 可 数 和 的 部 分 和 , 并 由 散布 度 增加 原理 , 得 
6(u 人 ) < 5(z), 所 以 ul 是 几乎 处 处 收敛 的 . 此 极限 可 以 记 为 us. 显然 
E(arctan u:) = 0. 注意 到 这 点 就 会 知道 , 纵使 改变 D 的 排列 也 可 以 得 到 
同样 的 w. 由 定义 显然 有 以 下 定理 . 
定理 2 ”wi 是 可 加 过 程 , 而 5(w) 是 仅 在 D 中 的 点 上 产生 跳跃 , 且 
具有 正 的 跃 度 的 纯粹 不 连续 的 增 函 数 , 则 
当 t GD 时, P{w/uw- = w= w+}=1, 
当 tED 时 , P{w /w+ 一 Ut = z+ 一 Z 十 常数 }=1， 
P{w/ut 一 Wt- = 和 一 2 十 常数 } = 1 
其 次 设 wv = zi 一 wt 一 ct( 选 ci 使 得 EE(arctan w) = 0), 而 去 考察 w 的 
性 质 . 
定理 3 ”wi 是 可 加 过 程 , 而 g(w) 是 t 的 连续 函数 , 则 
P{w/v =v = vr}=1. (12.1) 


证 明 ”车 设 vt") = zz 一 ul" 一 ci, 则 这 显然 是 可 加 过 程 ， 因为 x"” 
几乎 处 处 收敛 于 w, 所 以 利用 上 面 的 引 理 1, 就 知道 w 也 是 可 加 过 程 . > 
(arctan w) = 0, 就 可 以 确定 w_ 和 v4. 因此 , ct_o 和 ct+o 也 可 以 确 
定 . 由 定理 2, 可 知 ut+ 一 ve 和 vi - w- 都 是 常数 的 概率 为 1. 若 注意 到 
已 (arctan vt) = 0, 则 知 这 常数 必 为 0. 因此 ,(12.1) 成 立 . 由 此 以 及 定理 1 
即 知 6(we) 的 不 连续 点 是 不 存在 的 . 

综合 以 上 所 述 , 就 得 分 解 
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Ti = Utt+v+t+ g(t), g(t)= f(t) +e, 


其 中 g(t) 是 t 的 函数 (不 包含 w), w 和 ww 是 可 加 过 程 , 5(w) 是 纯粹 不 
连续 的 , 6(w) 是 连续 的 . 而 E(arctan w) = E(arctan w) = 0, 从 而 得 到 了 
(12.1). 对 于 w 和 wv 的 关系 , 则 有 下 述 的 定理 . 

定理 4 ”两 个 可 加 过 程 u(t e T) 和 w(t e T) 是 独立 的 ( 即 指 随机 
向 量 Ju 和 [lv 是 独立 的 

证 了 明 由 于 zs- -zs zs 一 zs 和 zs+ 一 Zs (i = 1,2,…,n) 的 独 
立 性 以 及 在 83 里 所 述 有 关 独 立 性 的 性 质 , 可 知 uf”,t eT, 和 vl",t eT 
是 独立 的 . 故 对 于 任意 的 ,tz,… ,th 来 说 , m 维 的 随机 向 量 [Tu 和 


Jo 是 独立 的 . 因为 本 节 的 引 理 对 于 m 维 随机 向 量 也 成 立 , 所 以 Tu 
和 JIw 是 独立 的 , 进而 Ju 和 JIw 是 独立 的 . 

由 上 述 可 知 ， 要 研究 可 加 过 程 只 要 分 别 研究 (zt) 是 纯粹 不 连续 的 
情形 和 5(z*) 是 连续 的 情形 即 可 . 前 者 往往 是 由 下 述 形状 所 构成 ， 固 定 


[a,5) 中 的 可 数 子 集 DD, 而 对 D 的 每 一 点 t, 对 应 着 两 个 随机 变量 6 入 ， 
使 得 所 有 的 &; 和 m(te DD) 都 为 独立 . 并 目 对 a<s<b 的 5 令 


6 D2, (+m) 
t<s,tED 
为 收敛 型 (811 末尾 的 注意 ). 由 此 减 去 Doob 收敛 化 常数 列 , 然后 求 和 , 车 
令 其 和 为 zt, 则 得 具 纯粹 不 连续 的 5(zi) 的 可 加 过 程 . 至 于 5(z,) 是 连续 
的 场合 , 将 在 以 下 数 节 中 来 说 明 . 
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令 zt(w)(t eT) 为 任意 的 随机 过 程 . 因为 对 于 每 个 上 zi(w) 是 w 的 可 
测 函 数 , 所 以 


@ 关于 可 分 性 的 详细 讨论 , 可 参见 J. L. Doob, Stochastic Processes, 第 2 章 82. 
一 一 校 者 注 
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A= {w/zn(w) < a Tw) < a2,.**, Tin (W) < an}, 
B= {w/limz, (w) < a}, 


C = {w/ 对 所 有 的 有 理 数 t € T, zt(w) < 1}， 
等 等 , 都 是 可 测 集 , 故 可 求 出 它们 的 PP 测度 . 又 若 对 所 有 的 te 了 
P{C1} =1，C = {o/zi(w) < 1}, 


则 上 面 的 C 可 以 写成 
G= flo 
,是 有 更 数 
所 以 它 是 可 列 个 PP 测度 为 1 的 集合 的 交 , 因而 P(C) = 1. 然而 ， 若 考虑 
以 
C' = {w/ 对 所 有 的 t ET,zt(w) < 1} 
来 代替 C 时 , 则 因 C" = 站 Ce 所 以 C 是 非 可 数 个 P 测度 为 1 的 集合 的 


交 , 因而 无 法 知道 其 是 否 可 测 ,并 可 分 成 三 种 情形 ， 有 时 ， 它 可 以 是 可 测 
的 , 且 其 已 测度 为 1; 有 时 它 也 可 以 是 可 测 的 , 但 其 P 测度 为 0; 有 时 ， 它 
也 可 以 是 不 可 测 的 . 由 以 上 所 述 , 就 可 以 知道 下 述 结论 . 

“由 随机 过 程 的 定义 可 知 , 对 于 有 关 至 多 可 数 个 时 点 (t) 的 值 的 事件 
的 概率 是 可 用 通常 方法 加 以 讨论 的 , 但 是 对 于 有 关 非 可 数 个 时 点 的 值 的 
事件 的 概率 就 需要 进行 特别 的 讨论 .” 

有 关 随 机 过 程 的 重要 的 情形 , 例如 

(i) zi(w) 关于 t 是 连续 的 ， 

(ii) zz(w) 作为 t 的 函数 是 有 界 的 ， 

( 首 ) zt(w) 是 t 的 增 函 数 ， 
等 等 ,都 是 与 非 可 数 个 时 点 有 关 ， 为 了 讨论 这 种 情形 的 概率 , 就 必需 对 
随机 过 程 加 以 限制 . 首先 注意 到 这 一 点 的 是 Doob, 他 引进 了 所 谓 可 分 性 
(separability) 的 限制 来 克服 这 种 困难 . 

定义 ” 称 随机 过 程 zi(t e T) 是 可 分 的 , 是 指 存在 T 的 可 数 子 集 5， 
使 得 

(S$) P{w/ 对 所 有 的 t € 了 T， 
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lim zs(w) < zi(w) < lim zs(w)} =]. 
s€S 


对 可 分 随机 过 程 zi(w)(t e T) 来 说 ,(i),(i) 和 ( 首 ) 中 所 涉及 的 事件 都 
是 可 测 的 . 显然 , 若 (i) 所 指 的 事件 的 概率 等 于 1, 则 zi,t e T, 就 是 可 分 
的 . 

称 随机 过 程 z(t e T) 和 vy,(t e T)“ 在 弱 的 意义 下 相同 ”是 指 对 所 有 
的 te TT, 均 有 
P{w/zi(w) = WU(w)} = 1. 
由 此 ， 对 任意 的 t1, ts, i ,bn € . 和 任意 的 Er, E B", 就 有 
P{w/ (zt (w), ,Te (w)) € En} = P{w/(ye (w),*:: ,tn (Ww)) € En}. 
更 一 般 地 , 对 于 Ee B77, 下 式 也 成 立 


Ptw/IIs E 5) P{w/IIy = B} 


然而 由 于 以 了 为 定义 域 的 连续 函数 的 全 体 C, 虽 是 RT 的 子 集 , 但 不 属于 


BT, 所 以 
P{w/IIs € c)} = P{w/Ily 所 c} 


不 一 定 成 立 . 若 zt,t € T, 不 是 可 分 的 , 则 上 式 左边 的 w 集合 不 一 定 是 PP 
可 测 的 . 对 于 w 也 是 一 样 的 . 

在 弱 的 意义 下 相同 的 两 个 随机 过 程 , 即使 其 中 一 个 是 可 分 的 , 另 一 个 
也 不 一 定 是 可 分 的 . 

Doob 给 出 了 下 述 的 定理 . 

定理 1 对 任意 的 随机 过 程 , 存在 与 它 在 弱 的 意义 下 相同 的 可 分 随 
机 过 程 , 称 为 原来 的 随机 过 程 的 可 分 修正 (separable modification). 

因此 , 若 过 程 不 是 可 分 的 , 则 可 代 之 以 可 分 修正 , 因而 只 需 研究 可 分 
过 程 就 够 了 . 
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如 前 面 所 定义 那样 , 可 加 过 程 zi,t € T, 当 rs - zi(s > t) 的 分 布 是 
Poisson 分 布 P(A(s 一 t) 时 , 叫做 Poisson 过 程 (Poisson process). 若 它 是 
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可 分 的 , 则 叫做 可 分 Poisson 过 程 . 因为 Poisson 过 程 存在 ， 所 以 取 其 可 
分 修正 , 就 知道 可 分 Poisson 过 程 也 存在 . 

定理 1 若 令 ziteT= [a,b), 为 可 分 Poisson 过 程 , 则 其 样本 过 程 
具 概率 为 1 地 是 跃 度 1 的 增 的 阶梯 函数 (但 是 跳跃 点 上 的 值 处 于 左右 两 
极限 之 间 ). 

证 明 ”由 可 分 性 的 定义 , 可 知 存在 T 的 可 数 子 集 5, 使 下 述 的 w 集 
合 的 忆 测度 为 1: 


10' = {w/ lim xsl) < Zt(w) < lim zs(w),t E 7 


scS scES 


当 上 为 固定 时 ， 

人 = {w/xzi(w) = 非 负 整 数 } 
的 PP 测度 就 为 1. 这 是 由 于 zt 的 分 布 是 P(A(t - a)) 的 缘故 . 又 因 zt - 
zu(t > u) 的 分 布 为 P(A(t 一 s)), 所 以 


Ju = {w/jzi(w) — Tu(w) > 0} 


的 PP 测度 也 应 为 1. 而 S 是 可 数 集合 , 所 以 


的 P 测度 也 为 1. 车 we 02", 则 作为 t+ 的 函数 , zi(w) 就 是 跃 度 为 1,2,3,…. 
的 增 的 阶梯 函数 . 

若 能 证 明 使 得 zi{w) 的 跃 度 大 于 或 等 于 2 的 w 集合 N 的 PP 测度 为 
0, 那么 证 明 就 告 完毕 . 这 只 需 证 明 ze(w) 在 a< t < to 内 具有 跃 度 大 于 等 
于 2 的 跳跃 的 w 集合 N(to) 的 PP 测度 为 0 即 可 . 现在 若 设 


Enk = {2/s(e+ (to -a),w) -z(a+ 


(to 一 a),w) > ?} 


l1<k<n, 


则 得 
N(to) 起 U Enk, 
k 
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故 得 ， 
P(N(t0) < D PE)= oln(-) ) 一 0 -oo) 
k=1 


定义 ” 令 zi,t ET, 为 任意 的 随机 过 程 , 且 对 任意 的 s > 0， 
P{w/lrz —zs|>e}—0 (t—s) 


时 , 就 称 随机 过 程 在 上 依 概 率 连 续 (continuous in probability). 若 在 了 
的 所 有 的 点 上 依 概率 连续 时 , 则 称 zi,t e T, 为 依 概率 连续 的 随机 过 程 . 
车 对 上 述 的 (可 分 )Poisson 过 程 来 说 , 由 于 


P{w/lm — zs|>e}= 0O0(lt—s|)—=0 (t—s), 


所 以 它 是 依 概率 连续 的 . 但 是 可 分 Poisson 过 程 的 样本 过 程 恰恰 不 是 连续 
函数 而 是 阶梯 函数 . 粗略 地 说 , 就 是 每 个 样本 过 程 都 含有 不 连续 点 , 但 因 
不 连续 点 随 w 而 变动 , 所 以 若 着 眼 于 一 个 点 , 则 在 这 点 上 为 不 连续 的 概率 
为 0. 实际 上 , 车 令 zt4o = zi_o 的 w 集合 为 N, 时 , 虽然 P(N) =1 但 
PINO =0 

若 rt 是 依 概率 连续 的 可 加 过 程 ， 并 且 zx。 一 Zt(s > t) 的 分 布 为 Poisson 
分 布 , 则 z; 叫做 广义 Poisson 过 程 . 车 令 A(t) = E(z(t)), 则 由 过 程 的 
依 概 率 连 续 性 ，A(t) 就 成 为 的 连续 函数 .zs。- zi(s > t) 的 分 布 就 是 
P(';A(s) - A(b). 前 述 的 Poisson 过 程 就 是 Mt) = 和 A(t - ao) 这 一 特殊 场合 . 
此 时 , 称 它 为 对 时 间 齐 次 (temporally homogeneous) 的 Poisson 过 程 . 

定理 1 定理 1 相同 的 结论 , 对 广义 可 分 Poisson 过 程 来 说 也 是 成 
立 的 . 

反之 , 有 下 述 的 定理 . 

定理 2 ” 若 有 一 依 概 率 连续 的 可 加 过 程 , 其 样本 过 程 具 概率 为 1 地 
是 跃 度 为 1 的 增 的 阶梯 函数 , 则 它 就 是 广义 可 分 Poisson 过 程 . 

证 明 令 zi,t € T = [a,b), 为 所 讨论 的 可 加 过 程 ， 由 于 假定 样本 
过 程 是 阶梯 函数 , 可 分 性 是 明显 的 , 因此 , 只 要 证 明 z。- zi(s > ) 的 分 
布 是 Poisson 分 布 就 行 了 . 由 依 概率 连续 性 , 知 对 ueT 和 6 > 0, 存在 
6 = 6(e,w), 并 且 当 jv 一 wl <6 时 , 使 得 


P{w/lz, — zu| > e} <&, 
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但 由 Borel 覆盖 定理 , 可 知 在 t < u < s 内 可 以 取得 6(e,w) 与 无关. 把 
区 间 [t, s] 划分 为 n 等 分 , 令 zi 在 各 小 区 间 上 的 增 量 为 yi, yn2,… ,ynn， 
且 设 y=yni 十 … 十 Ynn 二 Xs 一 Zt. 令 Wk 随 着 yn < 1 或 者 > 2 而 等 于 
ynk 或 者 0, 又 设 

Vn = Yh + ha + + hn 


根据 有 关 zi 的 样本 过 程 的 假定 , 而 得 
Pl(yn = Y) =1. 


其 次 , 若 设 pnk = P{w/y 亿 = 1 则 pnx = P{w/ynk = 1}, 所 以 由 上 述 而 
知 , 极限 pn 一 0(n 一 oo) 对 上 一致 地 成 立 . 又 因 {ynx,k = 1,2,:…,n} 
是 独立 的 , 所 以 {yk,k = 1,2,…,n} 也 是 独立 的 . 

(i) Pnk 一 入 有 限 ) 时 ， 


E(ei*y) =lim E(eizyn) 一 lim [I BE(e**"*) 
k 
=lim [I( - max +e=pnk) = lim [I + pnr(e® - 3) 
k 天 
由 2 Pnk 一 入 和 Pp < max pnk > Ppnk -0, 可 知 上 面 的 最 后 一 式 变 为 
k 


exp{ 和 (e* 一 1)}, 于 是 知道 y 的 分 布 是 Poisson 分 布 . 
(i) Pnk (n = 1,2,…) 的 子 序 列 有 有 限 的 极限 时 , 也 与 (i) 相同 . 


(iii) Dpnk 一 co 时 . 因为 pnk 当 一 oo 时 关于 大 一 致 地 变 小 , 所 以 
对 任意 的 入 > 0 和 m, 可 以 定 出 K = K(n, 入 ), 使 得 


K 
> pa 一 入. 
k= 
若 设 二 2» pnk, 则 与 G) 同样 地 可 得 
一 1 


K 
Be < lim| [I Be"*)|=|exp{A\e® — 1)}| 
k= 二 1 


一 exp{X(cosz — 1)}. 
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因为 和 可 任意 取 无 论 多 大 的 数 , 若 令 入 一 ce 时 , 则 在 0 < z < 2 的 范围 
内 右边 为 0, 所 以 |B(eizy)| = 0. 若 令 z | 0, 则 1=0, 于 是 导致 了 矛盾 的 结 
果 . 故 不 可 能 发 生 (过 ) 的 情形 . 


815 ”可 分 Wiener 过 程 


关于 可 分 Wiener 过 程 的 定义 和 其 存在 性 , 已 无 需 加 以 说 明了 . 

定理 1 ”可 分 Wiener 过 程 的 样本 过 程 具 概 率 为 1 地 为 连续 . 

证 了 明 令 zi,tET= [a,b), 为 Wiener 过 程 , 且 令 在 定义 可 分 性 时 所 
用 的 可 数 集合 为 S. 也 就 是 说 


2 = {2/ lm zol) < zt(w) 和 lim zs(w),t € T} 
3 一 上 2 


的 概率 是 1. 由 正 态 分 布 的 性 质 得 
P{w/lzp — zal > e} = 0(B — o), 


对 于 aw = ao < oal…. <an 一 0， 因为 VYy = Ta, 一 Za v = 1,2,.…,n, 是 
独立 的 , 所 以 由 Ottaviani 定理 得 


P{w/ max [Za, — Zal > 2s} < 2P{w/|z(B) — z(0)| > e}. 


其 次 , 若 在 [a, 8] 内 有 可 数 个 点 刀 ,t2,… 时 , 则 可 按照 大 小 的 顺序 把 1， 
t2,… ,tn 重新 排列 , 然后 利用 上 述 的 结果 , 再 令 n 一 co 便 得 


P{fw/suplzt — zal > 2e} < 2P{w/|z8 — zal > = 


因此 P{w/ sup |z(t)—z(a)| > 2c} = o(P — a), 
tc[a, 8] 站 5 
由 可 分 性 得 


P{w/ sup |z(t)— Zz(a)| > 2c} = 0(8 — a). 
B 


axt< 


那么 ， 若 b< Oo， 则 把 [a, b) 等 分 为 nT 个 小 区 间 Inv = [an.,— Wa lhy 2 
1,2,.…,n, 就 得 


815 可 分 Wiener 过 程 43 


P{w/ mx sup |2+ 一 Za :| > 2c} 
v=1 1€efIny " 
1 
> a mp Ist — Tan | > 2 = no(=) = 0 


车 |t 一 s| < (5 一 a)/n, 则 t 和 s 落 入 同一 的 Ihw 中 或 者 分 别 落 入 邻近 的 
Tny 中 ， 所 以 


P{e/ sup [zi — Zs| > 4e} = o(1). 
lt—sl<(b-—a)/n 


因为 这 个 w 集合 随 n 而 减少 , 所 以 


P{w/ lim sup Iz(t) — z(s) > 4e) =0. 
lt—s|<(b—a)/n 
令 e 一 0 就 得 定理 的 结论 . 
当 b = oo 时 , 若 设 
人 2 = {w/zt(w) 连 续 于 a < t < 对， 
2'= {w/zt(w) 连 续 于 a < t < oo}， 


则 2 | 2'. 由 以 上 所 述 就 得 P(Q4) = 1 故 P(8')=1. 

与 Poisson 过 程 的 场合 一 样 , 可 以 定义 广义 Wiener 过 程 为 依 概率 连 
续 的 可 加 过 程 , 而 且 zs 一 zi(s > tt) 的 分 布 为 正 态 分 布 . 若 令 zx; 即 zt 一 za 的 
分 布 为 N(;m(t),v(t)), 即 zs 一 zi 的 分 布 为 N(*;m(s) 一 m(t),v(s) 一 v) 
由 依 概 率 连续 性 的 假定 可 推出 m(t) 和 v(t) 是 连续 的 . 当然 v(t) 是 增 函 
数 . 关于 广义 Wiener 过 程 及 广义 可 分 Wiener 过 程 的 存在 , 恐怕 不 需要 
重新 说 明了 . 

定理 1 定理 1 对 于 广义 Wiener 过 程 来 说 也 成 立 . 

反之 , 有 下 述 的 定理 . 

定理 2 ” 若 有 一 依 概 率 连续 的 可 加 过 程 , 其 样本 过 程 具 概 率 为 1 地 
连续 ， 则 它 是 广义 可 分 Wiener 过 程 . 

证 明 令 zi,t Ee T= [a,b), 为 所 讨论 的 可 加 过 程 . 由 于 假定 样本 过 
程 是 连续 的 , 因而 可 分 性 是 明显 的 , 只 要 证 明 z。 - zt(s > 二 的 分 布 是 正 
态 分 布 就 行 了 . 考虑 到 连续 函数 在 有 界 区 间 上 的 一 致 连续 性 , 因而 对 任意 
的 s > 0, 可 以 找到 6 = 5(e), 使 得 
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Pfw/wwuveE 由 引 必 -可 <6 全 jzlu) 一 zol <e} >1-ed. 

于 是 就 可 取 一 列 sl > sa > … 一 0, 并 可 取 正 整数 p(n) 使 (s - 
t)/p(n) = olen). 车 把 [t, s) 等 分 为 p(n), 而 令 t=t0<ti<.…< 
tnp(n) 二 5,) 然后 依 Ynv = Ztnv 一 YYtnv_1)， 或 |ynz| < En， 而 定义 Yiy 二 Ynv 
或 者 等 于 0, 再 设 多 = 5 yh,, 则 得 

P{w/y # Yn} < en， 
所 以 考虑 到 {yi,} 的 独立 性 , 就 得 


izy 一 ]i izyn, 一 ]i izynv 
E(e'”) = lim E(e™") WL hte ). (*) 


(i) 设 Mny 三 E(yny), Vnv 一 V (yy), mn 一 Dmnv, Un 二 》 ,Unv， 若 
mn 一 m( 有 限 ), v 一 v( 有 限 ), 则 由 (*) 得 
El(ei*Y)= be [La (eiz(ynv 一 mno) 


和 


eizm lim]le +vnvO(en) 
n 


i 。 — vn 22 
一 eizm ]im e 一 孚 z +vnO(en) 
n 


9 v2 
izm—32z 
二 6 2 

“ 》 


故 y 的 分 布 是 正 态 分 布 . 

i) mm 和 wv 的 子 序 列 分 别 接近 于 有 限 值 时 , 也 与 (i) 相同 . 

(这 ) 当 vn 或 者 其 子 序列 接近 于 有 限 值 v 时 , 与 (i) 的 做 法 一 样 , 就 可 
使 得 多 一 m 或 者 它 的 子 序 列 的 分 布 接近 于 N(0,u), 然而 因 多 的 分 布 
接近 于 y 的 分 布 , 所 以 m 或 者 它 的 子 序列 接近 于 某 个 有 限 值 m, 于 是 就 
归结 到 (i 的 场合 . 

(iv) 车 wn 一 co, 由 于 |wsy| < 4e2, 所 以 对 任意 的 v 可 以 定 出 gq(n) 使 


0 由 (*) 得 


@ 这 个 不 等 式 可 仿照 实 变 函 数论 中 的 叶 果 洛 夫 定理 的 证 明 方法 由 过 程 的 依 概率 连续 性 即 可 


§16 依 概率 连续 的 可 加 过 程 和 无 穷 可 分 分 布 律 ”和 


q(n) 
IB(e™)| < im [I IE(e*)| =e- #7. 
v=1 


令 v 一 co, 就 得 |B(eizy)| = 0. 这 是 矛盾 的 结果 . 于 是 (iv) 的 情形 不 会 发 
= 


$16 ” 依 概 率 连 续 的 可 加 过 程 和 无 穷 可 分 分 布 律 


早已 在 812 中 证 明了 这 样 的 分 解 : 一 般 的 可 加 过 程 zi,t € T, 可 以 分 
解 为 
Tt = Ut + vt + g(t), 


而 6(wi) 为 连续 , 且 EE(arctanut) = 0; 6(vi) 为 纯粹 不 连续 , 且 E(arctanvt) = 
0; g(t) 只 是 t 的 函数 , 而 且 wi(t eT) 与 v(t ET) 是 独立 的 . 因为 w 的 构 
造 已 在 812 中 说 明了 , 所 以 就 剩 下 考察 ut 的 问题 . 由 前 可 知 对 w 有 


P{w /ut 二 Ut 一 wt+} =1, teEeT. (16.1) 


因此 它 是 依 概 率 连续 的 .但 是 , 正如 对 Poisson 过 程 所 指出 的 情形 一 样 ， 
(16.1) 并 不 能 表示 样本 过 程 的 连续 性 . 

依 概率 连续 的 可 加 过 程 究竟 是 怎样 的 过 程 呢 ? 下 面 就 来 研究 这 个 问 
题 . 

定理 1 令 zt 为 依 概率 连续 的 可 加 过 程 . 对 于 任意 的 t, 取 序 列 1 < 

tz <… 一 十 则 zw 几乎 处 处 收敛 于 zi. 对 于 二 > to > … 的 序列 来 说 也 
是 一 样 的 . 当然 , 几乎 处 处 收敛 中 的 例外 w 集合 , 一 般 是 与 + 以 及 序列 的 
选择 有 关 的 . 

证 明 ”由 依 概率 连续 的 假定 , 可 知 ztn 依 概率 收敛 于 zt;. 对 于 序列 t1 < 
to <… 一 因 z= zw 十 (Zt, 一 Za) 十 … 十 (zt, 一 Ze_1) 中 的 各 项 是 独 
立 的 , 故 由 810 的 定理 3, 可 知 zt。 是 几乎 处 处 收敛 的 . 因而 zs。 几乎 处 
处 收敛 于 zi. 对 于 > to > … 的 情形 也 是 一 样 . 

我 们 已 经 知道 , 广义 Poisson 过 程 和 广义 Wiener 过 程 都 是 依 概 率 连 
续 , 而 且 其 增 量 z。 - zt(s > t) 的 分 布 分 别 是 Poisson 分 布 和 正 态 分 布 . 
此 , 由 于 考虑 一 般 的 依 概率 连续 的 可 加 过 程 的 增 量 z。 一 zt 的 分 布 , 就 可 
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设想 它 是 包含 Poisson 分 布 以 及 正 态 分 布 在 内 的 一 般 的 分 布 . 这 种 分 布 叫 
做 无 穷 可 分 分 布 . 
若 一 维 分 布 $ 满足 


| se) <s 
Iél>e 
则 记 之 为 6 e U(e)， 因 此 ，5, 趋向 于 单位 分 布 , 就 等 价 于 : 对 任意 的 
Ee > 0, 可 以 找到 no(e), 当 n > nole) 时 , 四 < U(e). 

将 依 概 率 连 续 的 可 加 过 程 的 增 量 z。- zt 的 分 布 记 为 B,. 根据 依 概 
率 连续 性 , 对 任意 的 < > 0 和 %, 可 以 找到 6 = 6(e,), 使 得 

lv—ul<6= P{w/|rv 一 zu > e} <&, 
但 由 Borel 覆盖 定理 可 知 , 对 t < wu < s 而 言 , 可 以 取 5(e,v) 为 与 4 无关 
的 (6(e)). 车 把 区 间 [t, s) 分 得 充分 地 小 ,使 t= wo <w<:…<un=s, 
且 Ui— Wi-l < 6(e), 则 由 上 述 可 得 
$B ww EU(E), i1=1,2,.…,n. 


又 由 可 加 性 , 得 
Bis = Buouy * Puyuz ***** Bu _ :un， 
粗略 地 说 , 就 是 B.。 可 表 为 充分 接近 单位 分 布 的 分 布 的 卷 积 . 
现在 脱离 可 加 过 程 来 考虑 . 若 有 分 布 5, 对 任意 的 。 > 0, 成 立 着 形状 
如 
$= B+ Bo * B,, $1, Bo,:.., Bn E Ule) 


的 分 解 式 时 , $ 就 叫做 无 穷 可 分 的 (infinitely divisible). 由 


NO3imU) = Ni ***** Nn, N= N=.…= Na =N(;T,=) 
入 
P(:;N) = P+*:…*P,, R=B=.…-P ep(3) 


便 知 正 态 分 布 和 Poisson 分 布 都 是 无 穷 可 分 的 . 依 概 率 连 续 的 可 加 过 程 的 
增 量 的 分 布 (上 述 的 %,) 也 显然 是 无 穷 可 分 的 . 反之 , 有 下 述 定理 . 

定理 2 ”对 于 无 穷 可 分 的 分 布 @6, 可 以 定 出 依 概率 连续 的 可 加 过 程 
zt,t € [0,1], 使 得 ri(= zl 一 zo) 的 分 布 等 于 55. 
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证 明 ” 当 65=5(;m) 时 , 设 zi(w) 三 mm .就行 了 . 因此 不 考虑 这 种 
特殊 情形 , 而 假定 5(5) > 0. 由 


/ arctan(E ~ c)$(dé)=0 


唯一 定 出 了 一 个 常数 c( 这 在 讨论 Doob 收敛 常数 列 时 已 用 过 ), c 叫做 5 
的 中 位 数 a(6)， 当 a(8) = c 时 ，B * 5(*;m) 的 中 位 数 就 为 c 十 mm 为 
了 证 明 此 定理 , 不 妨 假 定 a(6) = 0. 这 是 因为 对 一 般 的 $ 来 说 , 若 考 虑 
5* 6(*; 一 0),c = a($) 时 , 则 也 是 无 穷 可 分 分 布 , 而 且 其 中 位 数 为 0， 所 以 
若 令 相应 的 可 加 过 程 为 zx, 则 % = zt + ct 即 为 对 应 于 $ 的 可 加 过 程 . 

令 [0,1] 中 的 全 体 有 理 数 为 5, 规定 分 布 序列 更 = { Bis,t < s,t,s € S} 
满足 下 述 四 个 条 件 : 

(i) Go1 = 5 

(i) s <t us Bt Bu = Pov, 

(iii) a( G0) = 0, 

(iv) 6( gor) = t6( 8). 
取 ec, 一 0 的 正 数 列 {en}, 再 令 8 对 sn 的 分 解 为 


B= Bl Broke * Bnp(n), Bni E UlEn). 
车 有 必要 , 就 以 Bni * 6(";msi) 代替 Bmi, 因而 可 以 假定 
a(¥ni) =0, Vni= Bni*e* Bni, i=1,2,..,n. 
又 可 以 假定 所 有 的 Bi 都 不 是 5 分 布 , 因为 (Bmi) 随 i 而 真正 地 增加 . 对 


t 确定 i, 使 得 
6( ni_1)/6( 8) < t < (Vni)/6(®), 


同样 , 对 s(> t) 也 可 确定 满足 上 式 的 j. 令 
Bn = Bi < gw = 单位 分 布 (i = 


5o) = {6 ,tse 5,t < s} 可 以 看 做 是 $ 的 近似 系列 . 对 于 Bm, 虽然 
介 、( 和 ( 阁 ) 也 成 立 , 但 (iv) 就 不 过 是 近似 的 而 已 . 从 Bt" 取出 子 序列 
而 定义 5 为 其 极限 , 这 就 是 欲求 的 目的 . 为 此 先 引进 下 述 的 引 理 . 
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引 理 ”车 B* = B,n = 1,2,…, 则 存在 {6} 的 子 序列 {65} 和 
实数 列 {m(n)}, 使 得 {Bi #6(`,m(n))}， 收敛 于 某 个 6. 特别 当 a(5$,) = 
0 时 , 可 以 假设 m(n) = 0. 

证 明令 5 的 分 布 函数 为 F(z). 因为 由 6 * ,= 5 得 出 [5 * 
6(;m)] * [名 , * 6('; 一 m)] = 有 所 以 假定 


F,(-0) < 1/2, F,(0) 21/2 
也 不 失 普 遍 性 . 由 这 条 件 得 出 
RW Rr)S1Ss<0gy. (16.2) 
由 假定 6 * ,= 5 便 得 
[BDF od) = sbdl 


取 1 足够 大 , 使 右边 大 于 1/2, 然后 适当 地 取 m(n) 就 得 
Fr(l—m(n)) — Fn(-l— m(n)—0) > 6[-1,!] > 1/2. 


故 由 (16.2) 便 得 -1 < m(n) < 1. 因此 , 可 适当 地 取 {n} 的 子 序列 fn 
使 fm(n)} 收敛 于 某 个 m, 另外 可 取 {mw'} 的 子 序列 (再 次 记 为 {n}) 
使 {F(z 一 m(n1))}n 除 在 可 数 例 外 点 以 外 , 收敛 于 单调 增 的 右 连续 函数 
邱 (z)， 因 为 ml) 一 m,{ 本 (zx 一 m)} 也 在 上 述 的 意义 下 趋 近 于 (zx)， 
因而 {E(z)} 除 在 可 数 例外 点 以 外 , 趋 近 于 F(x) = (zx + m)， 又 由 
0 < F(z) < 1 可 得 


F(00) - F(-00) > Foll) — Fo(-!— 0) > $[-1,]. 


其 次 , 令 工 为 大 于 1 的 任意 的 数 , 而 对 L 和 {F(z)}，, 重复 上 述 的 论证 ， 
就 可 得 到 {到 (z)} 的 子 序列 {F(z)}, 使 其 除 在 可 数 例外 点 以 外 , 趋 近 于 
某 个 G(z), 而 且 

G(co) - G(-co) > $[-L, Ll. 
然 因 {F(z)} 本 来 就 趋 近 于 F(z), 所 以 G = 已 故 得 


F(00) - F(-00) > $[-L,L]. 
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因为 工 是 任意 的 , 所 以 令 工 一 oo 便 得 (00) - F(-co) = 1. 独 令 下 所 
对 应 的 一 维 分 布 为 Bo, 则 { 肥 ,jw 就 趋 近 于 Boo. 若 a(5n) = 0, 则 可 由 
Bw #6(';m(n)) 一 Boo 得 出 m(n) 一 a(Boo), 所 以 {Bm} 本 身 就 成 为 收敛 
序列 . 

现在 回 到 定理 的 证 明 上 去 . 因为 8x[64W*xB("] = 5$, 所 以 由 引 理 就 
知 , 可 取 {n} 的 子 序列 {n'} 和 数列 {mn(s,t)} 使 得 { BT) #6(°; mn(s,t))}n 
收敛 . 此 子 序列 {n'} 的 选择 一 般 是 与 s,t(e S) 有 关 的 , 但 考虑 到 5S 是 可 
数 的 , 而 且 应 用 对 角 线 的 方法 , 就 可 以 取得 所 有 的 s,t 共同 适用 的 子 序列 . 
由 引 理 的 后 一 半 , 就 可 得 出 mx(0,t) = 0. 现在 证 明 m(s,t) = 0. 为 此 , 只 
要 证 明 {mn(s,t)} 收敛 即 可 . 显然 

BL) # [Bl )* 6(; mn(s,t))] = Br ) # 6(*;mn(s,t)), 
而 由 于 可 选择 {n'} 左边 及 右边 的 B*) 收敛 , 故 {mn(s,t)}s 也 非 收敛 不 
可 . 因而 {g@(" )}。 也 收敛 . 若 记 其 极限 分 布 为 Bs4, 则 当 s < t < w 时 ， 
由 B(x Bl) = 60) 可 得 出 Bst * Bw = Bu， 因为 a( 红 2) = 0, 所 以 
Q(Bot) = 0. 又 因 
6(B™)) < t.6(8) < 6( Bl # Bn,icnt)), 
此 处 Bi itnt) EU(en), 所 以 {Bnitnit)} 趋 近 于 单位 分 布 . 令 上 面 不 等 式 中 
的 n 一 oo, 就 得 
6 Bor) <t:6(8) < (G0:), BT 6(GBo0r)=t.6(8). 

因而 5 = {864;s <t,s,t ES} 满足 (i),( 让 ),( 道 ) 和 (iv). 

由 86 定理 2 便 知 , 存在 可 加 过 程 y,t € 5, 而 且 yi 一 ys(t > s) 的 分 布 
为 5s. (在 $86 的 定理 中 , t 的 区 域 了 是 区 间 , 但 其 证 明 仍然 适用 于 了 = 5 
的 场合 .) 其 次 , 对 任意 的 te [0,1 取 如 e3 且 使 如 1T 吉 则 {w。} 是 可 加 
序列 , 又 由 a(y,) = 0 及 6(ye,) = 如 6(6) < t6($), 可 知 {%。} 为 几乎 处 
处 收敛 . 若 令 其 极限 为 rt, 则 zt,0 < t < 1, 是 可 加 过 程 , 又 因 a(zi) = 0 
和 6(zt) = t6($)( 关 于 连续 ), 所 以 zi 依 概 率 连续 . 
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程 就 够 了 本 节 的 目的 是 详细 地 考察 依 概率 连续 的 可 分 可 加 过 程 的 构造 . 
由 于 证 明 过 于 复杂 , 所 以 从 略 . 

定理 10 车 令 zi,t e [a,b), 为 依 概率 连续 的 可 分 可 加 过 程 , 则 其 样 
本 过 程 具 概率 为 1 地 为 第 一 种 不 连续 函数 . 

者 对 所 有 的 t, f(t 一 0) 和 f(t 十 0) 存在 , 而 且 f(t) 处 于 这 两 极限 之 间 ， 
则 f(t) 叫做 第 一 种 不 连续 函数 . 在 (t,%) 平面 上 画 出 


u= f(t+0)— f(t—0) ag<tgb 


的 图 像 . 所 谓 图 像 , 一 般 地 说 , 也 就 是 不 连续 点 的 集合 , 它 是 带 状 区 域 D : 
a <t gb, 一 00 < tu<o0, 的 一 个 子 集 G(f). 对 DD 的 任意 Borel 子 集 E, 记 
ENG(f) 中 的 点 的 个 数 为 Ny(E). 车 ENG(f) 是 无 限 集合 , 则 不 管 它 的 
势 是 怎样 , 总 设 Ny(B) = oo. Ny(E) 就 是 图 像 在 EE 中 的 点 的 个 数 . Ny(E) 
可 以 视 为 D 上 的 测度 . 特别 是 五 真正 离开 轴 ( 即 距 离 为 正 ) 时 , 由 第 一 
种 不 连续 函数 的 定义 , 立即 可 以 证 明 Njy(E) 是 有 限 的 . 其 次 , 以 Sy(E) 来 
表示 ENG(f) 中 的 点 的 v 坐标 的 和 数 . 也 就 是 


SE)= >， = > 于 (f(t+0)— f(t—0)) 
(t,u)EEN Gf) (t,f(t+0)—f(t—0))EE 


-=| uNs(dtdu). 
E 


当 EE 处 在 上 半 平 面 或 者 下 半 平 面 时 , Sy(E) 可 以 取 +oo 或 -oo; 当 
忆 跨 及 t 轴 的 上 下 时 , 有 时 就 不 能 确定 . 但 是 , 若 已 真正 离开 t 轴 时 , 则 
Sr(B) 可 以 确定 , 而 且 其 值 是 有 限 的 . 

若 zi(w),t e [a,b), 是 依 概 率 连续 的 可 分 可 加 过 程 , 则 其 样本 过 程 具 
概率 为 1 地 为 第 一 种 不 连续 函数 ， 所 以 对 此 可 以 定义 上 述 的 Nj(E) 和 
Ss(E). 这 时 它们 都 与 w 有 关 , 且 是 w 的 可 测 函 数 . 

定理 2 ”N,(E) 的 分 布 是 Poisson 分 布 . 但 此 时 规定 恒 等 于 oo 的 随 
机 变量 的 分 布 为 P(*; oo). 

定理 3 若 ,Bo,… 互 不 相交 , 则 Nz (Bi1), INz(E2)) 相互 独立 ， 
又 车 设 巨 = 马 ,, 则 


人 @ 参见 J.L. Doob, Stochastic Processes,1953, 第 8 章 定理 7.2， 一 一 校 者 注 
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Nz(E)= > Ns(En). 


以 N 表示 随机 变量 的 系 {N,(E)}g. 由 上 述 二 定理 可 知 , N 非常 类 
似 于 Poisson 过 程 . 在 这 种 意义 下 , N 叫做 Poisson 可 加 系 . 若 令 Ns(E) 
的 均值 为 n(E), 则 Nz(E) 的 分 布 为 P(;n(E)). 由 Ns(E) 的 可 加 性 便 知 ， 
n(E) 是 DD:a<t<b,--00 <u< oo, 上 的 测度 . 因为 当真 正 离开 t 轴 
时 Ns(E) 恒 为 有 限 , 所 以 n(E) 也 是 有 限 的 . n(E) 在 E 不 离开 t 轴 时 有 
可 能 为 co, 而 其 所 大 到 的 程度 由 下 述 定理 给 出 . 


1 b 
2 
定理 4 1 / n(dtdu) < co. 
令 从 a 到 t+ 的 zt 的 跳跃 点 中 跃 度 绝对 值 在 1/n 以 上 的 总 和 为 Sn (tb， 


即 
Sn,lt) = | y _uN(drdu) 


这 就 是 可 加 过 程 . 当 ”一 co 时 , 一 般 地 说 5%,(t) 不 收敛 , 但 适当 地 加 减 一 
个 t 的 函数 (与 w 无 关 ), 就 可 以 使 之 收敛 . 这 就 是 下 述 定 理 . 
定理 5 若 设 


t 
si) =5"()— / / — _n(drdu), 
人 ) ( ) lul>1/n YTr=a 1 十 从 ) 


则 当 n 一 oo 时, S*(t) 具 概率 为 1 地 关于 t 一 致 收敛 ， 若 令 这 极限 过 
程 为 S(t), 则 这 也 是 可 加 过 程 , 而 且 w = St+0) 一 S(t 一 0) 的 图 像 和 
u = Zt40 一 Zt_o 的 图 像 具 概率 为 1 地 是 一 致 的 . 

由 此 定理 可 知 , y: = zt4o 一 S(t 十 0) 具 概 率 为 1 地 为 t 的 连续 函数 . 

定理 6 ”ys 是 可 分 正 态 随 机 过 程 , 且 与 上 述 的 Poisson 可 加 系 N = 
{Nz(E)}g 是 独立 的 . 

综合 以 上 所 述 就 得 


t 
u 

Zt+0 = Yt + lim / } uN(drdu) 一 n(drdu)l. 

t+0 Vt 元 本 El ( ) 1 二 + wz ( )| 
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些 依 概率 连续 的 可 加 过 程 zt(0 < t < 1) 的 zi 的 分 布 . 由 于 采用 可 分 修 
正 , 就 可 以 假定 rt 为 可 分 . 利用 前 节 的 结果 便 得 


t 

也 
Zi+0 一 人/ + lim / uN(drdu) 一 n(drdu)|. 
. g lul>1/n Jr=a | 1+%w2 | 


由 于 N 是 Poisson 可 加 系 及 (y) 是 与 N 独立 的 可 分 正 态 随 机 过 程 , 若 设 
El(y) = m(t), V (ye) = v(t), 就 得 


五 (etzzt+o) 一 exp {im(t) — 到 22 十 lim 下 | 
”99 Jlul>1/n Jr=a 


(em 一 1 一 Ta )n(ardu)), 
t 
设 m(du) = 上 nldrdu), 则 得 
E(e'i**:+0) = exp fi m(t)— 2 lim (ei —1- 1+ 2 )mldu)}. 


?一 59 ul>1/n 


在 这 里 , 若 令 t = 1, 则 左边 为 Bfeizz:), 也 就 是 zi 的 分 布 6 的 特征 函数 
yp(z2). 记 mm() = m,v(1) =w,n(B— {0}) = n(B), 于 是 就 有 


o(z) = exp {imz 一 72 十 攻 (si 一 1 一 也 了) n(du) (18.1) 
此 处 m 是 实数 , v > 0,n 是 测度 , 而 且 
co 12 
"({0D=0, /ana < 


这 就 是 P. Lévy 关于 无 穷 可 分 分 布 的 典范 形 . 反之 , 对 于 满足 上 述 条 件 的 
m,v,n(du), 若 以 (18.1) 来 定义 yp(z), 则 这 就 成 为 无 穷 可 分 分 布 的 特征 函 
数 . 为 了 证 明 (18.1) 是 特征 函数 , 只 须 注意 到 , 若 令 使 得 p(z) = exp(w(z)) 
为 特征 函数 的 y(z) 全 体 为 更 , 则 只 要 注意 下 列 的 事实 即 可 : 

( 从 正 态 分 布 以 及 Poisson 分 布 的 特征 函数 的 形状 看 来 , 可 知 imz， 
一 82z2 A(e* 一 1) E 更 ， 

(i) V(z)E SyY(zu) Ee 更 ， 


818 无 穷 可 分 分 布 的 典范 形 53 


(过 ) wi1(z), p2(2),.…, Wn(z) E> 2 Vil) E W, 

(iv) 加 (z) € ,Wn(z) = (2) (广义 一 致 )> v(z) € 更 ， 

其 次 , 来 证 明 (18.1) 对 应 着 一 个 无 穷 可 分 分 布 . 若 在 (18.1) 中 , 将 
m,v 和 n 各 乘 以 1/n 而 得 到 的 函数 记 为 pn(z), 则 pg(z) = pn(z)", 又 因 
当 一 oo 时 pn(z) 一 1( 广 义 一 致 ) 所 以 , 若 分 别 令 对 应 于 p(z) 和 pn(z) 
的 分 布 (其 存在 性 在 前 面 已 有 了 证 明 ) 为 6 和 6。, 则 

6 = Br Brn 个 )， Bn 一 单位 分 布 ， 
于 是 $ 是 无 穷 可 分 的 . 

这 样 一 来 , 就 可 知道 p(z) 为 无 穷 可 分 分 布 的 特征 函数 的 必要 而 且 充 
分 的 条 件 是 : yp(z) 能 够 写成 (18.1) 的 形状 . 并 且 还 可 以 证 明 , 在 这 场合 下 ， 
(18.1) 中 的 m,v 和 mn(du) 能 由 分 布 所 唯一 确定 , 但 证 明 在 这 里 从 梧 . 

正 态 分 布 就 是 在 (18.1) 里 n(du) = 0 的 场合 , 而 Poisson 分 布 就 是 这 
样 的 场合 : v = 0,n(du) 的 支 集 仅 是 一 点 1 而 且 n({1}) = 和 ,m= /2. 

前 面 证 明了 无 穷 可 分 的 分 布 可 以 表示 为 某 一 个 可 加 过 程 的 增 量 的 分 
布 . 不 仅 如 此 , 而 且 还 可 表 为 对 时 间 齐 次 的 可 加 过 程 的 增 量 的 分 布 . 实际 
上 , 车 把 6 的 特征 函数 写成 (18.1) 的 形状 , 而 且 设 yp(z) = exp(w(z)), 则 
pi(z) = exp{tw(z)} 也 是 特征 函数 . 若 令 Bsi(0 < s 和 和 1) 为 对 应 于 
pt_s(z) 的 分 布 , 则 由 pi(z)ps(z) = Pi+s(z), 得 出 Bst * Bi = Bsu(s <t< 
u). 因此, 存在 可 加 过 程 rz,0 < t < 1, 使 得 wx 一 zs(t > s) 的 分 布 为 $si. 
因为 gs 仅 与 4- s 有 关 , 所 以 z; 是 对 时 间 齐 次 的 . 

(18.1) 又 可 以 写成 下 述 的 形状 : 

izu ) 1 十 2 


92(z) = ep{inz+ 三 (em 一 1 一 1 
此 处 G(du) 是 及 : 上 的 有 界 测度 . 当 v = 0 时 , 被 积 函 数 在 w= 0 时 是 没 
有 意义 的 , 但 可 以 u 一 0 时 的 极限 为 其 定义 , 即 为 -z2/2. 所 以 “0” 这 一 
点 的 G 测度 G(0) 相当 于 (18.1) 的 v. (18.2) 是 A. Khinchin 所 获得 的 . 

特别 是 $ 的 方差 V(5) 为 有 限时 , (18.1) 可 以 写 为 

Pp(z)=exp {imz 一 27 十 人 (ge 二 izu)n(dw)}, 


一 Do 


G(du)), (18.2) 


2 


f ena) < oo0. (18.3) 
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此 处 的 m 与 (18.1) 中 的 m 是 不 同 的 , 而 v,n(du) 却 是 相同 的 .这 是 
Kolmogoroff 所 建立 的 形式 . 又 当 


[ luin(du) < oo 
-1 
时 , 则 可 以 写成 


Pp(z) = exp {imz 一 77 十 局 (ez 一 Dn(du))}. (18.4) 


一 Do 


这 时 v,n 仍 与 (18.1) 的 那些 相同 , 而 m 就 与 (18.1) 的 有 所 不 同 . 
特别 地 , 若 所 对 应 的 可 加 过 程 仅 赁 跳跃 而 变化 时 , 则 


of(z) = exp { fe 一 Dn(du)}, (18.5) 
又 车 仅 凭 正 的 跳跃 而 变化 时 , 则 
yp(z) = exp { :全 一 Dn(dw) 上 (18.6) 
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Poisson 过 程 原先 是 这 样 引进 的 : 它 是 在 各 瞬间 的 独立 增 量 加 起 来 的 
整数 值 随 机 过 程 zt, 而 且 还 满足 
P(Az: =0)=1—A:At+o(At), P(Az:=1)=A:At+ o(At), 
P(Azx: = k) = o(At), kk>2. (19.1) 


若 对 时 间 不 是 齐 次 的 , 那么 以 AA(t) 来 代替 入 . At 即 可 . 例如 出 租 汽车 的 
司机 发 生 事故 的 次 数 , 作为 第 一 次 近似 来 说 , 认为 可 以 由 Poisson 过 程 来 
描述 . 因为 在 交通 量 少 的 时 候 事故 就 少 , 而 在 上 下 班 时 间 事 故 就 多 , 所 以 
对 时 间 不 是 齐 次 的 . 又 因 在 发 生 事故 后 的 一 定时 间 内 是 会 特 加 留心 的 , 所 
以 对 独立 增 量 的 假设 也 并 不 符合 实际 的 . 若 考虑 到 这 些 因 素 , 则 应 有 第 二 
近似 , 但 现在 不 去 讨论 它 . 

严格 地 说 , 所 谓 独 立 增 量 也 就 是 可 加 过 程 . 故 在 对 时 间 齐 次 的 场合 下 ， 
可 由 (18.6) 得 
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2 一 iz(Tt 一 Ts)) 一 ex SS izu _ 1)n(du),. 
pls) = Bee) = exp {CE— a {er™ — Dnla)) 
又 因 跃 度 是 正 整数 , 所 以 n(dwu) 的 支 集 是 {1,2,3,…}, 而 且 
put(2)=exp {(t 5) EE ee Dex}, > 一 六 n(du) < 00, 
k k=1 
=exp {1 一 (sjk 一 5) 十 人 一 s) 》 er -ck 十 ol 一 s)}, 
k 大 


因而 由 (19.1) 得 C2 一 C3 一 … 一 0， 且 得 

wst(z) = exp((t — s)(e™* 一 1)cl). 
这 就 是 说 , zt 一 zx 的 分 布 实际 就 是 Poisson 分 布 . 对 时 间 不 齐 次 的 场合 也 
可 以 做 出 同样 论证 . 

令 zi,t € [0, 00), 为 齐 次 的 可 分 Poisson 过 程 . 令 zi(w) 的 样本 过 程 的 
增加 时 刻 为 To0(w), To(w) 二 了 (w), To(w) + 了 (ww) + Tz(w),…. To(w), Ti(w), 
Ts(w),… 是 在 0,1,2,… 上 的 停留 时 间 . 每 个 Th, Ti, T2,… 都 具有 相同 分 
电 布 (叫做 指数 分 布 exponential distribution), 即 

P{w/TIn >t}=e*, n=0,1,..., 

而 且 是 相互 独立 的 . 首先 , 对 于 工 得 
P{w/To >t} = P{w/zi =0}=e ™. 

故 T 的 分 布 密度 是 Me-*tdt. 其 次 , 令 ti > to, 而 求 (Th, ) 的 分 布 , 得 到 

P{w/To >to,To+T1> t1} 
= P{w/zt 一 0， itl 一 0 或 者 1} 
=P{w/zt =0,zia =0} + P{w/z = 0, zt = 1} 
一 6 和 +e™ Me Mh -to) . A( — to) 
=e- [1 + A(ti 一 如 )]， 
E{f(To,T1)}= BE{f (To, To + TT ~ 70)} 


二 小 Flite (4A) 


Bl Oto dtodt1 
ti>to 
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二 1 | flto,ti — to) Me Ndtodti 


tl >t0 


oc oo 
=/ flto, t1)Me Mtotti) qtodti. 
t1=0 J to=0 


故 (To, 卫 ) 的 分 布 密度 是 Xe->t . Ae- 各. 由 此 知道 , mi 和 工 的 分 布 是 相 
同 的 指数 分 布 , 而 且 两 变量 是 独立 的 . 对 于 ,五 ,… ,7T。 也 是 一 样 的 . 
利用 这 种 停留 时 间 的 关系 ,就 可 以 用 下 述 方式 来 构造 Poisson 过 程 . 
令 TD,T,T2,… 为 独立 随机 变量 序列 , 且 设 
P{w/T, >t}=e *, n=0,1,2,... 
若 设 
zt = inf{n/Tot+Ti+…++ Th, > 寺 ， 
则 z* 为 Poisson 过 程 . 下 面 举 出 一 些 实例 来 说 明 这 种 构造 方法 . 
现在 假设 电灯 泡 的 耐久 时 间 服 从 指数 分 布 . 也 就 是 假设 在 t 时 间 和 
(t 十 dt) 时 间 之 间 烧 掉 的 概率 为 Xe-xtdt， 若 使 用 这 种 电灯 泡 , 且 在 它 烧 
毁 后 便 立 即 换 上 新 的 , 那么 , 在 t 时 间 之 内 烧 掉 的 电灯 泡 的 个 数 r* 就 为 
Poisson 过 程 . 这 种 构成 法 在 对 时 间 不 齐 次 的 场合 是 不 能 适用 的 . 
另 一 个 有 趣 的 构成 法 如 下 .以 服从 Poisson 分 布 的 随机 变量 > 和 服 
从 [0,1] 上 的 均匀 分 布 而 且 相 互 独立 的 随机 变量 yi,wyo,… 为 基础 . x 与 
yi,y2,… 也 假定 是 独立 的 . 又 令 [0,4] 的 示 性 函数 为 c:(€). 车 设 


二 >》 ct(g)， 
?一 1 


则 zi 为 Poisson 过 程 . 实际 上 , 车 取 0 = 如 <<<-…< = 1, 又 考 虑 
(Zt; = DE Ee 1,2,..……,n) 的 分 布 时 ， 则 得 


P{w/zi, — zo, = ki,i=1,2,...,n} 
=P{w/z 一 Dk, 在 ,Yn 之 中 有 个 落 入 [ti_1, ti],1 3 2 ‘ ,nn) 


A k! 
= kl Ril- i Le -tnD)™, k=2,k, 


I ti) (Mi — ti (Mi — ti 
kl 
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-人 ~ 一 ~ 一 一 


这 就 是 说 , zt 0 < t < 1, 是 Poisson 过 程 . 在 对 时 间 不 齐 次 的 场合 , 也 可 以 
同样 构成 . 


820 ”复合 Poisson 过 程 
试 考虑 仅 赁 跳跃 而 变化 并 对 时 间 齐 次 的 可 加 过 程 zi0 入 t<oco. 显 
然 
pst(z) = 已 (etz(zez)) = exp {(t = 交 / (et Dn(du)}. (20.1) 


这 时 n 满足 
) n(du) < co， / luln(du) < oo. (20.2) 
lul>1 lulg1 
此 时 , 高 度 的 绝对 值 大 于 某 个 正 数 的 跳跃 , 在 有 限时 间 内 就 具 概 率 为 1 地 
为 有 限 个 , 但 高 度 接近 于 0 的 跳跃, 一 般 地 说 是 无 限 的 . 但 因 跳跃 高 度 的 


和 具 概 率 为 1 地 是 绝对 收敛 的 , 所 以 z, ~ z， 就 为 跳跃 高 度 的 和 所 确定 . 
者 考虑 比 (20.2) 稍 强 的 条 件 , 而 设 


入 = 人 n(du) < co (20.3) 


时 , 则 在 有 限时 间 内 的 跳跃 具 概率 为 1 地 为 有 限 个 . 这 样 的 可 加 过 程 叫做 
合 Poisson 过 程 . 
现在 , 若 设 


$(du) = 和 -Im(du)， 
则 5 为 实数 轴 上 的 概率 分 布 . 把 (20.1) 改写 一 下 , 就 得 
ost(z) = "ff /er -1)g6(du) Xd7)}. 
由 此 式 可 知 , 在 时 间 dr 之 间 发 生 跳跃 的 概率 是 
_ 8(duA dr 一 Adnr 


而 其 跳跃 高 度 处 于 dw 内 的 概率 就 是 $(du) .和 .dr， 故 8B(du) 就 可 以 看 
作 跳 跃 高 度 的 分 布 . 
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现在 若 令 zi 在 [0,4] 内 发 生 跳 跃 的 次 数 为 Ni, 那么 N 就 是 Poisson 
过 程 , 而且 
Wet(z) = E(ei*(N: -Ns)) = exp{(t — s)A(e* — 1)}. 
同时 , zx: 和 N: 具有 相同 的 跳跃 时 刻 . 所 以 Ni 的 跳跃 高 度 虽 然 恒 等 于 1， 


但 zi 的 跳跃 高 度 却 随 $ 而 分 布 . 
把 wst(z) 的 表示 式 改写 一 下 , 就 得 


@—^(t—s)(1—9(z)) 
VP (A(t— 8s))™  ， hy 
一 et DD ie) ， 9$(z) - 上/ $(du). 


因此 ， Tt— Ts 的 分 布 Bor 
Bot = 0 s) At — s))” 二 GD*n (20.4) 


pst(Z )= 


i At 一 5) :6 Gn = Bx...* Gn 个 ). 
从 这 个 观点 就 可 以 构成 如 下 的 复合 Poisson 过 程 . 令 TT, TD,… ,wu 
u2,…… 为 独立 随机 变量 , 且 设 
P{w/Tn >t}=e*, P{w/un € du} = $(du). 
对 此 , 若 定义 zt 为 
Tt 二 21 十 W2 十 … 十 Un (Tit++Th &t< 人 Tt:+Tn+t), (n= 1,2,.…), 
则 这 就 是 上 述 的 复合 Poisson 过 程 ， 此 处 T, Ts,… 是 到 下 一 个 跳跃 发 
生 为 止 的 等 待 时 间 , 而 wa va, … 是 跳 路 的 高 度 
作为 复合 Poisson 过 程 的 例子 , 可 以 举 出 出 租 汽车 的 司机 由 于 事故 而 
造成 损失 的 总 计 . 前 面 已 经 说 过 , 事故 次 数 的 总 计 是 Poisson 过 程 (假设 
为 齐 次 的 ), 但 若 再 令 事故 所 造成 的 损失 的 分 布 为 $B, 则 损失 的 总 计 的 分 
布 可 由 (20.4) 给 出 . 
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若 两 个 分 布 6 和 严 可 由 某 个 正 数 和 > 0 联结 成 下 述 的 关系 式 
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Vy(E)= $(AE), AE={M.é,t ep}, (21.1) 


则 & 和 殉 叫 做 同 构 . 若 令 5, 炎 的 分 布 函数 和 特征 函数 分 别 为 FG 和 
2 则 (21.1) 等 价 于 

G(Z) = 天 (Xz) (21.1) 
或 者 

VM) = yp(2). (21.1”) 
随机 变量 X 的 分 布 和 和 .XX( > 0) 的 分 布 是 同 构 的 . 均值 为 0 的 正 态 分 
布 N(*;0,v)(v > 0) 和 标准 正太 分布 N(.;0,1) 是 同 构 的 . 

若 与 分 布 $ 同 构 的 任意 两 个 分 布 6 和 5 的 卷 积 面 * Bo 又 与 $ 
同 构 时 , 则 5 叫做 稳定 的 (stable). 车 5 是 稳定 的 , 则 与 5 同 构 的 分 布 也 
是 稳定 的 . 标准 正 态 分 布 就 是 稳定 的 . 对 稳定 的 5 的 特征 函数 p(z), 能 
得 到 下 面 的 特性 : 对 任意 的 和 ,和 A。 > 0, 存在 和 = A( 和 1, A2) > 0, 使 得 


p(Xz) = 2(A1z)p(X2z). (21.2) 


由 此 可 以 证 明 下 述 定理 . 
定理 1 稳定 分 布 是 无 穷 可 分 的 . 
事实 上 , 由 (21.2) 便 知 存在 a > 0, 使 得 yp(az) = p(z)?. 由 此 可 得 


p(a"z) = p(z)2 . (21.3) 


车 a=1, 则 yp(z) = 9(2)2. 故 p(z) = 1 或 者 0. 因为 p(z) 是 连续 的 ,而且 
2(0) =1, 所 以 yp(z) 三 1. 故 $6 是 单位 分 布 , 显然 是 无 穷 可 分 的 . 若 a < 1， 
则 |e(z)| = 1. 这 是 因为 , 若 有 一 > 使 得 lp(z)| < 1, 那么 在 (21.3) 中 令 
mn 一 00, 就 得 1=0, 因而 得 出 矛盾 . 由 |w(z)| = 1 得 出 6($) = 0, 也 就 是 6 
成 为 6 分 布 . 因而 也 是 无 穷 可 分 的 . 若 a > 1, 则 在 (21.3) 中 以 z/ar 代替 
z 就 得 

p(z) = p(a-"z)> . (21.4) 


因为 p(a-"z) 也 是 特征 函数 , 而 且 当 n -oo 时 广义 一 致 收敛 于 1 所 以 
由 (21.4) 就 显示 了 5 是 无 穷 可 分 的 . 
由 上 面 的 定理 , 可 知 yp(z) 可 以 表示 为 形状 
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00 利于 二 二 


加 vw(z) 2 ~ 2 izu _ 1] iZUu 
gp(z2) 一 e8 2 yz) = imz 27 +/( 1 Ta) nd), (21.5) 


而 (21.2) 就 变 成 
YNz) = (Nz) + P(N22). (21.6) 


由 此 就 得 下 述 定理 . 
定理 2 


5 . 
yw(z) = (-a+ 语 oj (co 0,—00 < cl < oo,Qa > 0). 


在 W%(z) 三 0 的 情况 , 设 co = cl = 0， 定理 就 成 立 , 因此 不 考虑 这 种 情况 . 
由 (21.6) 可 知 ， 对 正 整数 n 存在 on > 0, 使 得 


yanz) = mW(2)， (21.7) 
至 于 对 正 的 有 理 数 r = q/p 来 说 , 若 设 ar = an/am, 则 
warz) = TW(z). (21.7’) 


现在 来 证 or 是 由 7 唯一 确定 的 . 为 此 ， 只 要 由 假设 (az) = (Bz),0 > 
8 > 0, 而 引出 矛盾 就 行 了 . 设 Y = B/o 就 得 %(z) = (7Yz) = 9(Y 2) = 
(yz) 一 由 (0) =0. 故 得 (z) 三 上 0， 而 这 就 是 除外 的 场合 . 由 (21.7") 
可 知 ， 对 正 的 有 理 数 7,s 来 说 , (arasz) = ru 四 (asz) = 7sY(z) = 由 (arsz). 故 
aas 二 ars. 又 由 (21.7') 得 
Vz) = ry(ar "2). 

当 r <1 时 ,车 ar >1, 则 wz) 一 w(0)=0, 于 是 得 出 矛盾 . 因而 着 7 < 1， 
则 a < 1 车?<s, 则 ar =ar/sQs < as. 故 只 要 "7 在 有 界 区 间 里 变动 , a 
也 总 是 有 界 的 . 车" 一 1 则 得 or 一 1. 这 是 因为 ， 车 令 ar 的 某 个 子 序列 
接近 于 a, 那么 由 上 面 的 计 论 便 知 a 是 有 限 的 . 车 把 (21.7') 中 的 序列 代 以 
这 个 子 序列 , 则 得 其 极限 y(az) = w(z). 故 &=1. 由 以 上 所 述 便 知 , or 在 
有 界 区 间 上 关于 > 是 一 致 连续 的 . 故 若 对 正 的 实数 t, 定义 at = limortr 
是 有 理 数 ) 时 , 则 得 


Yarz) 三 她 (z)， atau = Qtui at 为 连续 . 
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故 由 最 后 的 两 个 条 件 就 得 出 a: = ti/*(a > 0) 和 
Waz) = ay(z). 

因而 设 z = 1 就 得 W(a) = ay%(1). 并 且 W(-a) = Wa) = acW(D). 故 

G ，， 放 

yp(z) = |z| (- co io)- 
因为 |p(z)| < 1, 所 以 co 必需 为 非 负 . 由 于 yp(z) = expy(z) 是 无 穷 可 分 的 
分 布 的 特征 函数 , 所 以 可 以 定义 对 时 间 齐 次 的 可 加 过 程 z4,0 < t < oo, 使 
得 
pts(z) = 已 (eic 70)) = exp{(s —t)y(z)}. 

阁 假 设 %(z) 能 够 定 成 (21.5) 的 形状 , 则 zx: 从 0 到 t 之 间 的 跳跃 高 度 中 
属于 dw 的 个 数 的 均值 为 +.n(dwu). 又 对 正 数 a, 若 令 y = azs, 则 它 也 是 
可 加 过 程 , 而 且 


gfs(2) = Ele ®t)) = exp{(s —t)y(az)} = exp{(s — t)ary(z)}, 


因此 , y, 从 0 到 t 之 间 的 跳跃 高 度 中 属于 dw 的 个 数 的 均值 就 为 tar.n(du). 
由 于 y= a z1, 所 以 后 者 又 等 于 tn(du/a), 即 zt 从 0 到 的 跳跃 高 度 中 
属于 du/a 的 均值 . 故 


n(du/a) = a® .n(dv), 
由 此 得 
n+(z) = 和 n(du) = ££ n(z: du) = £ rn(du) = 7 °°n!(1), 
且 有 n(du) =c.u-*-1du(w > 0), 此 处 c 为 常数 . 当 w < 0 时 也 可 得 同样 


的 结果 . 
这 时 , 可 设 
n(du)=c4 .uc idu (>0) 


=c_lul du (<0) (cr >0). 


对 于 a 的 限制 , 则 有 下 述 的 定理 . 
定理 3 5 是正 态 分 布 , 此 外 必需 0 < a < 2. 
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证 明 车 c=c_ -0 则 是 正 态 分 布 若 c; 和 c- 之 中 有 一 个 是 
正 的 , 则 由 于 人 wn(du) < oo 而 必需 0< w< 2 
1 


将 a 的 值 分 为 0<a<1,1<a<2 和 a=1 三 种 情形 来 讨论 
(i) 0 <a<1. 这 时 因为 


De Oo 
/ n(du) = oo， } luln(du) < %, 
所 以 得 出 
二 VY 2 a ZU _ dv ZL du_ 
V2) = imz — 52 +e+ | (e Dani Re fe 1) 四 sf 


上 式 中 含有 积分 的 项 应 为 O(lzl")( 当 z 一 0 及 = 一 oo 时 ) 例如 当 z >0 


时 
ly d —Nia 一 d 
[ (es 一 1) ar = zce 2| (e “一 1) aT (z > 0). 
由 于 %(z) = O(|z|*), 所 以 考虑 z 一 oo 时 的 阶 数 , 必需 m =» = 0. 故 
oo 0 
yp(z) = e+ | (eiz — 1) 和 A (eizu 一 Dr 


因此 , 在 这 种 情况 下 , 对 应 的 可 加 过 程 z 的 样本 过 程 具 概率 为 1 地 是 仅 
任 跳 跃 而 变化 的 纯粹 不 连续 函数 . 并 且 除 c, = c_ = 0 的 特别 情况 以 外 ， 
跳跃 的 个 数 具 概 率 为 1 地 是 无 限 的 . 在 定理 2 中 已 经 证 明 co > 0, 但 者 
co = 二 0, 则 |p(z)|=1, 因 而 5 就 成 为 6 分 布 , 并 且 yw(z) = imz(m 是 常数 )， 
但 这 只 有 在 cl = n = 0 的 场合 即 5 是 单位 分 布 的 场合 才能 成 立 的 (应 注 
意 到 0 < wa < 1. 又 因 |p(z)| = exp(-colz|*)(0 < a < 1), 所 以 w(z) 即 属 
于 1(R!), 又 属于 L2(R'). 故 其 Fourier 变 式 是 连续 函数 . 这 就 表示 了 与 
yp 对 应 的 分 布 $ 是 具有 连续 密度 的 . 既然 样本 过 程 是 纯粹 不 连续 的 , 可 
是 分 布 却 又 具有 连续 密度 ， 这 倒是 有 趣 的 现象 . 这 是 因为 不 连续 的 函数 被 
平均 后 而 变 为 连续 的 缘故 . 
(1<a<2. 这 时 


下 n(du) 三 00， 三 un(du) 一 09， / i luln(du) < co. 
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因此 
2 We 
Vo)=ime etet 人 (eu —1—izu ) Ste 三 (e*™—1— in) ET 


因为 积分 项 等 于 O(|z|*), 所 以 考虑 到 z 0 及 > -oo 时 的 阶 数 , 就 得 
m= 二 v= 二 0, 而 且 


Lz , 4 du 
v= / (e 且 一 1 一 zzu) te/ {eiz A je 


对 应 的 可 加 过 程 的 跳跃 个 数 以 及 高 度 的 绝对 值 之 和 都 具 概率 为 1 地 为 oo， 
但 是 任意 取 6(> a) 时 , 跳跃 高 度 的 绝对 值 的 8 乘 备 之 和 
bp |zr+o zr_ols 
0<T<t 


1 地 为 有 限 . 由 于 其 中 高 度 的 绝对 值 大 于 1 的 跳跃 是 有 限 的 ， 
此 , 只 要 考虑 在 1 以 下 的 绝对 值 就 行 了 . 因为 其 均值 为 


站 ul -dr < oo 


所 以 其 本 身 就 是 具 概率 为 1 地 为 有 限 . 
(过 ) a = 1. 因为 
幼 (z) = ic1z 一 co|z| 


W(z) = ic1z 一 多 (人 —1 = 二 

这 时 对 应 的 分 布 是 Cauchy 分 布 . 因而 对 应 的 可 加 过 程 叫做 Cauchy 
过 程 (Cauchy Process). 

如 上 面 得 出 的 可 加 过 程 那样 ， 对 应 于 稳定 分 布 的 就 叫做 稳定 过 程 
(stable process)，(i), (ii) 的 场合 和 ( 阁 ) 的 Cauchy 过 程 , 正 态 随机 过 程 
( 见 定理 3), 以 及 作为 后 者 的 退化 的 情形 而 有 z, = m. t(m 是 常数 ) 的 场 
合 , 等 等 , 都 是 稳定 过 程 . 
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822 ”平稳 过 程 的 定义 


所 谓 平稳 过 程 是 指 描述 对 时 间 的 变化 保持 着 平衡 性 的 现象 的 随机 过 
程 . 平衡 的 定义 有 强 弱 两 种 . 令 zt(w),t € T = (-oo,oo), 为 一 随机 过 程 ， 
且 设 
m(t) = E(zt), v(t,s)= E((z: — E(xt))(zs — E(zs))), 
Be #0,tn (BE) = P{w /Ta Tta,***, Tin) E E}. 
车 对 任意 的 t,s 和 hh 均 有 
m(t+h)=m(t), v(t+h,s+h)= v(t,s), 
则 称 r, 为 弱 平稳 过 程 (weakly stationary stochastic process). 此 时 , m(t) 
是 常数 (m), 而 v(t,s) 是 t+ 一 s 的 函数 (v(t 一 s)). 若 对 任意 的 n 和 人 
均 有 
Bey thtathye tnth = Pet2yeetn, 
则 称 zt 为 强 平 稳 过 程 (strongly stationary stochastic process). 
定理 1 ”车 zt 是 强 平稳 过 程 , 并 且 E(|zol?) < co, 则 zi,t ET, 亦 为 
弱 平 稳 过 程 . 
证 明 ”由 强 平稳 性 可 知 E(|zej?) = E(|zol?) < co, 故 m(t),v(t,s) 几 
存在 . 又 因 


m(t) = / €g(dé), 
ols) = ff mn = ml) seks) 
由 此 及 过 程 的 强 平稳 性 即 可 推出 弱 平稳 性 . 
其 道 虽 然 不 -- 定 成 立 , 但 对 于 正 态 随机 过 程 来 说 , 成 立 着 下 述 的 定理 . 


定理 2 ” 若 正 态 随机 过 程 z; 是 弱 平 稳 的 , 那么 它 亦 为 强 平 稳 . 
证 明 ”车 任意 取 妇 ,t2… ,tn, 并 设 
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M = (m(ti)), V = (v(ti,t;)), 

则 由 正 态 性 的 假定 可 知 64,..…, 就 是 N(.; M,V). 由 弱 平稳 性 可 知 , 以 二 +h 
代替 t; 后 M 和 了 仍 不 改变 , 因而 By 4h,to+h…tn+h 二 Beto.…tn: 这 就 是 
说 , zt 是 强 平稳 的 . 

若 以 整数 集合 {.…, 一 3, -2, 一 1,0, 1,2, 3,…} 来 代替 (-oo,co), 则 上 
述 的 各 种 结论 仍然 成 立 ， 这 时 ,zs 就 叫做 平稳 序列 (stationary random 
sequence). 

在 ri(w) 取 复 数值 的 场合 ( 复 随机 过 程 ) 下 , 也 可 以 定义 平稳 性 . 它 
与 实 值 场合 的 不 同 之 处 就 在 于 以 

v(t,s) = 已 (ze — m(t))(zs —m(s))) (€ = 的 共 思 复 数 ) 

来 代替 实 值 场合 的 v(t, s). 定理 1 当然 仍旧 成 立 . 相当 于 定理 2 的 定理 也 
成 立 , 不 过 为 此 需要 引进 复 正 态 分 布 这 一 概念 ( 见 $27 和 828). 以 后 , 者 
无 特别 声明 时 , 所 谓 平稳 过 程 缘 指 复 平稳 过 程 . 
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下 面 简 述 平稳 过 程 论 所 用 到 的 知识 . 

Bochner 定理 ”这 在 叙述 特征 函数 的 时 候 已 经 有 了 说 明 , 此 处 以 略 
有 不 同 的 形式 再 叙述 一 遍 . 若 p(t) 为 一 定义 在 (一 00, co) 上 的 复数 值 函 数 
且 满 足下 述 条 件 : 

(i) 正定; > —t)éié; > 0， 

人 连续 : 当 t 一 0 时, p(t) 一 p(0)， 
则 可 以 确定 一 个 有 界 、 右 连续 、 非 降 的 函数 FF( 入 ), 使 得 

p(t) = 由 eri2rtAdP(A)， F(—00)=0. 
加 

此 处 , 在 指数 里 加 上 2r 仅仅 是 为 了 方便 而 已 . 

Stone 定理 了 设 碎 ,-oo <t < oo, 为 一 族 Hilbert 空间 五 的 西 算 
子 , 且 满 足 


加 参见 关 马 直 编 的 《 泛 函 分 析 讲义 》， 高 等 教育 出 版 社 , 1958, 第 3 章 , 82 ~ 84. 
一 校 者 注 
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(i) 连续 : (Uf,g) 关于 t 连续 (或 者 可 测 也 可 以 )， 
(i) 群 : UeUs = Di+s， 
则 Ui 存在 着 谱 分 解 
U: = | e— 2™tqpE(A). 
又 若 UV 是 西 算 子 , 则 存在 谱 分 解 
U= |e* dE(\). 
遍历 定理 (ergodic theorem) ” 令 0(B,P) 为 一 概率 空间 , 5 为 从 0 映 
到 0 自身 的 一 对 一 的 保 测 变换 . 此 处 所 谓 保 测 (measure preserving) 是 指 : 
车 巨 是 可 测 的 , 则 SE,S-1E 也 都 可 测 , 而 且 P(SE) = P(S-1E) = P(E). 
这 时 , 就 fe L1( 人 ) 来 说 , 对 于 几乎 所 有 的 w, 有 下 列 等 式 成 立 : 


六 加 = hm —[f(S™+) + f(S™+2) + + (SD) 


并 且 f*(Sw) = fr(w)(a.e.). 这 叫做 G. D. Birkhof 的 个 体 遍历 定理 (individ- 
ual ergodic theorem). 

假设 广义 函数 (distribution) 的 理论 ”已 为 读者 所 知 . 除了 取 复 数值 
的 普通 的 广义 函数 以 外 , 还 考虑 取 值 于 Hilbert 空间 里 的 广义 函数 . 其 定 
义 与 普通 的 场合 是 完全 一 样 的 . 

若 令 4(B, P) 为 概率 空间 , 则 依照 普通 的 方法 , HH = L2(0) 就 可 以 
看 做 Hilbert 空间 . 若 用 Hilbert 空间 的 语言 来 表达 概率 论 在 2(B,P) 上 
的 概念 , 于 是 就 可 记 为 

E(x) = (7, 1), 
E(z :7) = (z,y)， 特别 地 , E(|z|?) =|| z 上?， 
zn 一 7( 平 均 收敛 ) 全 | z 一 zz 一 0. 


车 rite 有 H) 关于 t 连续 (在 范 数 的 意义 下 ), 又 依 范 数 为 有 界 , 而 且 
当 f(t) e L1(R!) 时 , 则 在 范 数 收敛 的 意义 下 , 可 以 定义 站 Flbzedt 这 对 
; 的 变动 范围 是 区 间 的 场合 也 适用 . 其 次 , 定义 


1(f) = / f(t)dy. 


@ 例如 可 参见 冯 康 编 的 《广义 函数 论 》, 数学 进展 , 3(1), 1955, 405~590. 一 一 校 者 注 


824 弱 平 稳 过 程 的 谱 分 解 ”67 


特别 重要 的 就 是 当 y, 具有 正 交 增 量 性 (orthogonal increment) 的 场合 . 即 
对 任意 互 不 相交 的 区 间 (t,t2] 和 (si s2], ys 一， 和 ys, 一 ys 是 正 交 的 . 
这 时 , 就 存在 单调 增 函 数 F(t)( 除 去 可 加 常数 外 为 唯一 确定 ), 使 得 


F(s)— F(t)=|ys -yl? (s>t). 


特别 若 假定 F(t) 为 右 连续 , 则 y 也 为 右 连续 . 由 FF 而 确定 的 Lebesgue- 
Stieltjes 测度 仍 以 同一 符号 F 来 表示 , 即 


F(E) = / dF(t). 
E 
现 往 证 : 对 fe L2(R!, 严 ), 可 确定 上 述 的 1(f). 首先, 若 f 为 有 界 阶 梯 函 
数 ( 记 其 全 体 为 了 ), 则 I(f) 的 定义 与 平常 的 一 样 . 又 因 
上 PE (fi 是 52(R!, FF) 上 的 范 数 )， 


故 可 利用 普通 的 方法 , 将 定义 在 J 上 的 算 子 7T(f) 扩张 到 了 即 L2(R1, FF) 
上 去 , 这 就 是 所 要 证 明 的 . 易 知 


Taf +fBg)= al(f)+BI(g), (If,1g) = (f,9). 


$24 ” 弱 平稳 过 程 的 谱 分 解 


令 zt -oo <t < oo, 为 一 弱 平 稳 过 程 , 且 设 
E(z)=m, E((z:—m)(zs —m))= v(t— s). (24.1) 
除了 me(w) = m 这 一 特殊 场合 外 , v(0) > 0, 所 以 , 可 用 (zt — m)/Vv(0) 来 
代替 zt, 因而 不 妨 假定 
E(zi)=0, E(xzs)=v(t—s), E(lzl?)=v(0)=1. (24.1’) 
车 将 zt -co < t < co, 视 为 Hilbert 空间 H = ZL2(Q) 中 的 曲线 , 则 由 
(24.1/) 可 得 
(zi,1)=0, (ztzs)=vlt 一 5)， | zt | = 1 (24.1”) 
所 以 , 这 曲线 在 五 中 既 属 于 {1} 的 正 交 补 空间 五 ' = {y/y11}, 又 位 于 五 


中 的 单位 球 上 . 而 v(t - s) 就 是 五 中 两 个 向 量 re 和 zs。 的 夹 角 的 余弦 . 
称 它 为 wz: 和 zx。 的 相关 系数 (correlation coefficient). 
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更 假定 zt; 是 依 范 数 连续 的 , 即 
lim | ze ~ zs =0. (24.2) 
这 样 , 由 前 章 的 Poisson 过 程 的 例子 就 可 知道 , 此 时 并 不 能 推出 样本 过 程 
的 连续 性 , 然 因 
P{w/lz: — zs| > e} <|| re — zs 用/e2， 
所 以 依 概率 连续 性 可 以 由 依 范 数 连续 性 推导 出 来 . 
定理 1(A. Khinchin) ”w(t) 具有 谱 分 解 
v(t) = 1 e-izmtdF(A)， F(-00)=0. (24.3) 


此 处 F(A) 是 由 v(t) 确定 的 有 界 、 右 连续 的 增 函 数 . F(A) 叫做 v(t) 的 谱 
函数 . 
证 明 ”由 w(t) 的 定义 可 知 
Dv — EE = | 2 &iz(&) 
1 
又 由 (24.2), 得 
v(t) = (zt, 70) 一 (x0, x0) = v0) (t — 0). 
故 由 Bochner 定理 就 可 以 定 出 F. 
定理 2(A. Kolmogorof) ”zi 具有 谱 分 解 


Tt 一 fay, -oo = 0. (24.4) 


2 
> 0. 


此 处 的 y、 为 具有 正 交 增 量 的 过 程 , 而 且 
| = F(N), (24.5) 


yA 由 Tt 而 定 . 
证 明令 {z:} 的 线性 组 合 所 构成 的 线性 流 形 为 4， 并 令 A 为 
Ho.Ho 就 是 五! 的 子 空间 .定义 4 中 的 变换 群 Ui, -oo < t < co, 如 


下 : 
Ut ( 》， one ) = >», QiTt, +t. 


为 了 证 明 这 个 定义 是 有 意义 的 , 只 要 证 明 
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DY aize, 三 0 一 》 aiti+t ='0 
就 行 了 , 但 这 由 下 式 即 可 推出 : 
| Daize | 二 >》 aitjv(t —t;) = | DD aire . (24.6) 


而 上 式 又 表明 UU 是 从 4 到 4 上 的 等 距 变 换 (isometric transformation). 
因此 , U 可 以 扩张 为 人 Ho 到 Ho 的 等 距 变 换 . 又 因 在 4 中 成 立 着 关系 
式 UU = Uess, 所 以 在 Ho。 上 也 有 这 个 性 质 . 由 于 当 fe 4 时 Uf 关于 
t 依 范 数 连续 , 所 以 利用 Uif 的 等 距 性 便 知 , 对 于 fe Ho 来 说 , 连续 性 也 
成 立 . 故 由 Stone 定理 就 得 出 Ui 的 谱 分 解 : 


zt = Uizo = e-i2rxtd( 瓦 (A)zo) = ei tqdy,. 
由 谱 分 解 的 性 质 便 知 , y、 具有 正 交 增 量 性 , 而 且 
GA) =| wl 
给 出 增 的 有 界 右 连续 函数 G(). 又 由 谱 分 解 的 性 质 而 得 
v(t) = (zt, 70) = / ei2MtdG(A), G(-oo) = 


以 此 与 (24.3) 比较 就 得 = G, 所 以 (24.5) 成 立 . 
其 次 , 若 有 两 个 y、 满足 (24.4), 记 其 为 y、 入, 现 往 证 y、 = 以. 令 
fe Li(R1) 的 Fourier 变换 为 有 则 


/ Fay = / Fay, = / jz dt, 

若 g(A) 为 连续 且 在 一 有 限 的 区 间 外 为 零 , 则 9(A) 可 以 由 上 面 的 (和) 来 
一 臻 台 近 , 因而 

上 g(Ndya = / gO)aw. 
若 令 (00, 4] 的 示 性 函数 为 c( 和 ), 对 c( 和 ) 定 出 上 述 的 9(A), 使 得 

/ [eM) -~ gdFO) < e2， 
于 是 

|/ am- feel = /em -Pa < 
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2 


同 理 可 得 | | c(A)dX 一 gay | < e2. 
由 此 便 有 | /am 一 | <e. 
令 ce 一 0 就 得 


c(Ndya = 站 c(A)dyA Bhy, = 多 


这 样 一 来 定理 2 就 被 证 明了 . 
例 “现在 来 考虑 F(A) 是 纯粹 不 连续 的 这 一 特殊 情形 , 将 其 写成 


F(A) = 2》, Qn. 


入 nm < 和 A 


此 处 {An} 为 给 定 的 实数 列 , {an} 是 正 数列 , 并 设 > an < co. 此 时 
v(t) = 下 本 
就 成 为 概 周 期 函数 , 而 zi 的 谱 分 解 可 表 为 下 列 形式 ; 
zi = 》 yneri2rt (此 处 {yn} 是 正 交 列 , 而 且 | yn ?= an) 
事实 上 , 这 只 需 令 yn, = so 一 yo 就 行 了 . 


$25 ” 弱 平 稳 过 程 的 样本 过 程 的 谱 分 解 


令 zi -oo < t < co, 为 弱 平 稳 过 程 ,又 假定 满足 (24.1), (24.2), 由 


Kolmogoroff 的 谱 分 解 定理 , 就 得 


Zt = f ay, Zoo = 0. (25.1) 


现在 试 就 样本 过 程 来 考察 一 下 这 个 关系 . 因为 右边 的 积分 是 由 L2(2) 中 
的 范 数 收敛 来 定义 的 , 所 以 , 这 一 关系 并 不 对 所 有 的 w 皆 成 立 . 首先 , 在 


条 件 


| ze— zs | 一 0 一 5 | -yl = 00 (25.2) 


之 下 , 可 得 到 下 述 的 定理 , 其 证 明 从 略 .” 


@ 参见 J. L. Doob, Stochastic Processes. 1953, 61 页 . 一 一 校 者 注 
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定理 1 对 于 zx 和 wy, 存在 可 测 的 (对 二 元 变量 (t,w) 或 (X,w) 为 
可 测 )z* 和 wx, 使 P{zt =z*}=1,teT;P{ys=y}=1,MeAh. 

又 因 在 z+ 和 yi 之 间 , (25.1) 显然 是 成 立 的 , 故 以 后 不 妨 就 假定 rz: 和 
ya 是 可 测 的 ， 由 关于 二 元 变量 (t,w)( 或 者 (和 ,w)) 的 可 测 性 可 知 , 对 于 几 
乎 所 有 的 w, rt( 或 者 y、) 关于 t( 或 者 A) 是 可 测 的 . 

Zzt(w) 对 于 几乎 所 有 的 w 来 说 , 是 t 的 缓 增 函数 ( 见 广义 函数 论 ). 这 
是 因为 


a((] dea) eal / la/ (fr) 


故 对 于 几乎 所 有 的 w， 


|zt(w)| 
1 十 万 


这 就 是 说 , zt(w) 是 t 的 缓 增 广义 函数 fl 也 同 理 
lya| yal 
B{( /sa) } <5{ /sd / is} 


< (| hs) <%. 


因而 , 对 于 几乎 所 有 的 w 来 说 , yA(w) 也 是 和 的 缓 增 (广义 ) 函数 . 从 而 
作为 广义 函数 的 y、 的 微分 Dy、 也 是 缓 增 广义 函数 . 

定理 2 ”对 于 几乎 所 有 的 w 来 说 , zt(w), -oo < t < oo, 是 广义 函数 
Dyx(w) 的 Fourier 变换 , 即 


7(9) = Dy\ ($9). (25.3) 


一 一 di < co， 


此 处 $9(N) = J ei2 tog(t)dt. 


1 
dt < oo， 


证 明 因为 5[/ a /1 


1+#? 
所 以 对 于 几乎 所 有 的 w(w e 21,P(01) = 1)， 


|ze(w)P 


PD 


故 当 we Qi 时 , 若 令 
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1 ei2rXt 
ZX{w) = fa Tt—— EE 十 li i m (f +/ ) mt 
1 


则 得 


一 db (25.4) 


z(g) = FDzs($), $ ED. (25.5)® 
这 就 是 说 , 当 w e Q 时 , z 和 8Dz 作为 D9' 中 的 元 素 是 一 致 的 , 又 因 
P(2) = 1, 所 以 作为 97( 互 = Z2(O)) 的 元 素 , > 和 8Dz 也 是 一 致 的 . 
故 在 吾 中 有 
z(¢) = / $6(Naya = - 站 ($36)) dy, 


BO / (36(N)) nd 


若 设 $ =$-1y, 则 对 任意 的 急 减 函数 光 ， 
f vue 一 waan 故 Dy = Dz 
也 就 是 对 于 几乎 所 有 的 和 , 得 出 y、 = za 十 c,c€ 五 . 因为 在 (25.5) 中 可 令 


zs 一 c 来 代替 z、, 所 以 对 于 几乎 所 有 的 入 来 说 , 等 式 y、 = za 在 五 中 成 
立 . 再 由 (25.4) 可 知 , 对 于 几乎 所 有 的 和 , 可 以 取 av, 使 得 


zA(w) = [ “十 lim 《多 +/ ) 7 
Qn 一 OO 一 an 


又 由 zi(w) 对 (t,w) 的 可 测 性 , 所 以 可 使 z(w) 对 (和,w) 可 测 . ya(w) 对 
(Xw) 也 是 可 测 的 ， 又 因 对 于 几乎 所 有 的 入 和 对 于 几乎 所 有 的 w 来 说 ， 
yA(w) = zA(w), 所 以 由 Fubini 定理 便 知 , 对 于 几乎 所 有 的 w 和 对 于 几乎 
所 有 的 入 来 说 , yA(w) = z(w). 故 (25.4) 可 以 写成 zx(g) = 3DyA( 甸 . 


@ lim. 表示 均 方 收敛 , 即 lim 7(b = f(t) 名 lim ) | 六 由 一 Fl2dt=0 
@ 公式 (25.5) 表示 对 任意 的 具有 限 支 集 的 无 穷 可 微 函 数 jp( 入 )， 
玫 zt( es e200)dA) dt = -人 ZW (Nay, 
而 右边 的 积分 等 于 
J 


一 一 俄 译本 注 
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若 按照 N. Wiener 的 样式 写 , 则 (25.3) 变 成 


和” _iarMtVA+s — YA 
zt = lim li.m / ei dA (25.31) 
E 一 0 aa 一 co 让 2E 
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令 zt(w), -oo <t < co, 为 可 测 强 平稳 过 程 . 假定 它 的 均值 存在 , 于 


是 就 有 
El(lzl) = E(lzol), 


因为 zi(w) 关于 二 元 变量 (t,w) 为 可 测 ， 所 以 对 于 几乎 所 有 的 w 来 说 ， 
zi(w) 作为 t 的 函数 是 可 测 的 . 又 因 对 于 -co <a<b < oo， 


a{f lulat) -1 (lzel)at = Blzo) — a) < o%0, 
所 以 对 于 任意 给 定 的 有 限 区 间 (a,5) 和 对 于 几乎 所 有 的 w 来 说 ， 


b 
/ a 


由 于 这 个 积分 当 a,b 为 整数 的 场合 (这 种 场合 的 个 数 是 可 数 的 ) 为 有 限 ， 
由 此 不 难 推出 对 于 几乎 所 有 的 w, 上 述 积 分 对 一 切 的 有 限 区 间 , 均 为 有 限 , 
定理 ” 设 E(|zol) < co, 则 对 于 几乎 所 有 的 w, 下 列 极限 存在 : 


称 z*(w) 为 样本 平均 (sample mean). 

证 明 ” 先 证 下 述 的 引 理 . 

引 理 ”车 {zn} 是 平稳 序列 , 则 当 E(|zo|) < co 时 , 下 列 极限 对 于 几 
乎 所 有 的 w 皆 存 在 : 


证 明 设 2 =f{…, 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,…}, 由 R?(B2) 添加 上 随 
机 向 量 x = Us 的 分 布 更 便 得 到 一 个 概率 空间 R2(B2, 5). 车 考虑 从 


RZ 到 它 本 身 的 一 对 一 的 映照 
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[[é& = 1]é, 
k k 


则 这 是 一 个 保 测 变 换 . 车 设 f 为 由 2 = JI 全 一 bo 所 决定 的 映照 , 则 
f Ee Li(R2). 故 对 于 几乎 所 有 (关于 5) 的 3, 下 列 极限 存在 : 


mm 一 -oo k=m+1 
从 而 对 于 几乎 所 有 的 w， 
站 1 
于 是 引 理 得 证 . 
现在 转 到 定理 的 证 明 上 去 . 若 设 
m= /zt N=,—3,—2,—1,0,1,2,3,..., 


则 这 是 一 平稳 序列 (由 于 证 明 过 烦 , 此 处 从 略 ). 由 上 述 的 引 理 可 知 


Ne 
7 = ,lim 南 zidt = im 3 -一 Yk 


k=—n 


对 于 几乎 所 有 的 w 皆 存 在 . 其 次 ， 0 


六 Xidt 一 3 二 zedt + 一 一 dt 二 fd 

一 4 

可 知 , 若 能 证 明 最 后 的 二 项 接近 于 0 站 者 对 zi， 再 次 应 用 上 面 的 
方法 , 于 是 就 有 


n+1 n+i+l 
1 1 
2 i 1. 一 四" 去 人 TP 
2n, 一 (mn 十 1) 也 2 人 (十 1) 一 (mn 十 
因而 它们 的 差 
1 -$l 


1 Nn 二 1 
pr [zldt 十 元/ [zzldt = 0， 
2n /一 (n+1) 2n jn 


故 


1 一 已 A —n 1 n+1 
一 一 dt 十 一 一 dt 入 一 = : 
za ztdt 十 2 Zt es |zz|dt 十 却 人 Izildt — 0 
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若 令 1(eu 6 6) 为 个 变量 的 Baire 函数 , 则 
w= (casb ztb tat) 
也 为 一 可 测 的 强 平稳 过 程 . 如 果 
Bllyol) = Bf(zaszo 20) < oo 
则 上 述 的 定理 可 适用 于 y ,因此 极限 
pm, 吉 fensereem 


也 存在 . 特别 当 E(|zol?) < co 时 ， E(|ztzs|) < co, 因此 极限 


也 存在 . ee 
1 /4 i 
v(tbs) = lim 二 / (erro — 2 Jane 一 mao 


A 


= lim 一 一 2 Tsrodo — |z 
4 一 oo 24 SN | 


称 V* = (v*(t,s)) 为 样本 方差 矩阵 (sample variance matrix). 
由 


中公 


v(t,s) =v*(t— s) 
及 


2 
do 0, 


2 65 = lim 37 二 人 Da -s 
可 知 v*(t) 可 以 写成 
ur 人 = / e-izmtdS*(A) (但 S*(-oo) =0). 
S*(A) 叫做 样本 谱 函 数 (sample spectral function). 由 于 
B(z*) =0 = E(z0) 
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E(v*(t)) = v(t) — E(|z*|?) < v(t), 

E(S*(N)) = F(A) — E(|z*[*)H(N) < F(A) 

(H(A) = 0(X < 0),= 1(X ¥ 0)). 
因此 等 号 的 成 立 必须 E(|z*|?) = 0, 即 z* = 0， 由 下 式 可 知 z* = 0 与 
F(+0) = F(-0) 是 等 价 的 ， 

El(lz*|? = ln ( ( 玄 ) fu (t — s)dtds 
=F(+0) — F(—0). 
如 前 节 所 示 一 样 ， 
zt = f aw > $(Dy,), 


而 由 此 形式 地 计算 v*(t), 就 得 


= —i2n[ 和 (t+s)—ps)} 
A 3 y & dsdyady, 


& 一 22TAt ee 一 2 S( 入 一 
本 "lim x/ Ts 人 dsdyxdy， 


4 一 oo 


1 (A=/), 
ei2nXts dyxdy Bi 三 
-| / “OY lo a#p, 


= /do 
由 此 可 以 设想 符号 上 的 关系 
dS"(A) = |dyal”. 
这 个 有 趣 的 事实 可 以 利用 N. Wiener 的 一 般 调和 分 析 来 严格 地 讨论 . 上 式 
的 严密 的 意义 就 是 : 对 任意 有 界 连续 函数 f(), 都 成 立 


2 
j(A)dS (A) = lim 上 /0 2 
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我 们 称 zo,a e 4, 为 一 实 正 态 系 , 就 是 指 随机 向 量 z = [] za 的 分 布 
为 RA4(B4) 上 的 正 态 分 布 . Wiener 过 程 以 及 ( 实 ) 正 态 平稳 过 程 就 是 实 正 
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态 系 . 上 述 的 定义 等 价 于 : 对 任意 的 ov e A,z, € R'， 
| (: 3 5 = exp {i Dam(av) - 和 zolovo)} 
[m(a) = 已 (za)v(a,B) = E{(za — m(a))(ze — m(B))}]. 

特别 当 均 值 为 0 时 , 就 可 以 写成 
Ef{exp(i) ,27a,)} = exp{ - | 和 


(| = /ecoPPw) 


将 这 个 关系 式 推广 到 复 随 机 变量 系 之 后 , 就 可 得 za,a € 4, 称 它 为 复 正 
态 系 , 如 果 对 av € 4, ze C(= RL 十 文 !), 下 式 成 立 


Ef{exp(i Re(》 ， zuro,))} = exp{ 一 了 > |} (27.1) 
(Re 表示 实 部 ; 横 表示 复 共 元 .) 


特别 地 ， 
2 
BE{exp{i Re(zza)}} = exp { — leo}, 
这 里 , 若 分 别 令 za 的 实 部 和 虚 部 为 z/ 和 z “又 设 z = z' 十 iz“, 则 得 
Ef{exp{i(z'zs + 2 27)}} = exp{ lzell - 上 (z/2 十 2?)}， 
因而 xz 和 zr 是 独立 的 , 且 具 有 相同 的 正 态 分 布 N(*; 0, || za | /2). 
定理 1 令 za,a € 4, 为 复 随机 变量 系 , 又 设 Ezu = 0. 若 设 

v(a, B) 一 五 (ZaZp) 一 (Za, 78) 

则 (v(a, 6)) 是 正定 的 , 也 就 是 
YEiéiv(0 oj) 0. (27.2) 


计 
另 一 方面 , 车 (v(a,P)) 是 正定 的 , 则 存在 复 正 态 系 za,a € 4, 使 得 (27.1) 
成 立 . 
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证 阴 前 一 半 : 
> Eiéiv(0, 9;) = | De Er . 
17 t 
后 一 半 : 设 8 = C4 = R24, 又 在 0(B?4) 里 引进 如 下 的 ( 实 ) 正 态 分 
布 N : 在 R?4 中 的 那些 除 在 有 限 坐 标 以 外 ， 其余 的 坐标 为 0 的 点 的 全 


体 记 为 R84， 显然, 它 与 C4 中 具有 同一 性 质 的 点 的 全 体 Ch 一 致 . 对 
2z(= TIzo) € C8, 设 


之 0. 


(2) = exp { — 15 2 有 


> 在 外 表 上 虽然 是 无 限 和 , 但 由 于 z e C$, 因此 只 不 过 是 有 限 和 , 所 以 


不 会 发 生 收 全 的 问题 . 为 了 使 得 p(z) 是 R?4(B?4) 上 的 某 个 正 态 分 布 N 
的 特征 函数 , 只 要 证 明 : 把 并 看 做 z e R84 的 函数 时 ,> 是 正定 的 实 


ap apB 
二 次 形式 ， 这 可 由 (v(a, 6)) 的 正定 性 得 出 . 事实 上 , 由 正定 性 的 假设 得 
出 v(a, 5) = v(B,a), 所 以 由 此 便 知 入 是 ze R24 的 实 二 次 形式 . 而 它 


ap 
的 正定 性 由 (27.2) 即 可 推出 . 若 令 2(B?4,N) 为 基本 的 概率 空间 , 又 对 
weQ=C4 令 ra(w) 为 ww 的 ea 坐标 (复数 ), 则 对 z(=IIze) eCt 得 


iReD zaza iD (zaza 十 za7a) 上 ES 
Efe < }= Efe « }=exp{ -re 让 | 
(za = 2 + iz!, Zo 一 2 十 ia). 
以 t. zo 代替 zo 便 得 
it ReD Zara t 
Efe < 小 二 exp yk DD zazpv(0, 8)}. 
caB 

若 两 边 对 t 微分 两 次 , 然后 再 设 上 = 0, 则 得 

ER 

4 2 zeElee) 二 4 2 zeB(za) 十 2 2 

= > Zazev(a, D). 
ca 
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因此 
E(za) =0, (zazp) =v(a 有 ). 
从 而 
le” < ee }=exp{ -2 zzo| 


注意 E(x2)=0 i 但 这 是 一 个 值得 注意 的 
性 质 . 事实 上 , 若 设 za = 区 + iz%, 则 如 同 前 面 已 被 注意 到 的 那样 , z 和 
zs 相互 独立 而 且 具 有 相同 的 分 布 N(.;0,|| ze | /2), 因而 

E(xa) = 已 zc) — E(z®) + 2iE(z,)E(zs) =0 

定理 2 若 zu,ae 4, 是 复 正 态 系 , 并 且 是 相互 正 交 的 , 则 必 为 相互 
独立 . 

证 明 

Ele iRe2 Zaza) =exp { 一 2 } 
由 正 交 性 。 =exp{ -了 5 |zof? zo } 
=I]exp{ -3lzol? | za I? 
=]] B(e'™**°). 
由 此 可 知 z = [] zo 的 分 布 是 各 个 za 的 分 布 的 直 积 . 

定理 3 令 za(a € 4) 为 复 正 态 系 , 则 Re(zo) (ae 4) 和 Im(za), (a € 
4, Im 是 虚 部 ) 都 是 实 正 态 系 . 

只 需 在 (27.1) 中 , 设 Im(z,) 或 者 Re(z,) = 0 即 可 得 证 . 又 由 定义 不 
难 证 明 下 述 的 定理 . 

定理 4 若 令 za(a € 4) 和 yo, (a e 4) 都 是 实 正 态 系 , 又 令 两 系 相 
互 独立 , 则 za + iyo (Qa e 4) 是 复 正 态 系 . 

定理 5 若 za(a e 4) 是 复 正 态 系 , 且 设 每 一 ys(8 € B) 是 z。(a e 4) 
的 复 系数 的 线性 组 合 或 者 是 这 种 线性 组 合 依 范 数 的 极限 , 则 ye(6 e B) 也 
是 正 态 系 . 

例 复 Wiener 过 程 (complex Wiener process) 若 zi(-oo <t< oo) 
是 复 正 态 系 , 而 且 具 有 正 交 增 量 , 即 
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对 <s <u<v, (rs— Tixy— zu) = 0, 
则 zi( 一 00 < 上 < oo), 就 叫做 复 Wiener 过 程 . 这 时 根据 定理 5 可 知 , 对 于 
ti < si to < 82 < th < Sn,Ts, — wt,(i = 1,2,...,n) 也 是 复 Wiener 
过 程 , 而 且 是 相互 正 交 的 , 从 而 由 定理 2 可 知 是 独立 的 . 因而 它 是 一 个 复 
可 加 过 程 . zs - zt 的 分 布 对 于 环绕 着 复 平面 上 的 原点 的 旋转 是 不 变 的 分 
布 . 因为 s<t<u 时 (zx — zi,zi zs) =0, 所 以 
| zu 一 zs |= zo — ze | + | ze — zs | 
而 且 除 去 一 附加 常数 以 外 , 可 以 唯一 决定 一 个 增 函数 F(t), 使 得 
| ze — zs l= F(t) — F(s). 
特别 地 , 若 F(t) 是 右 连 续 的 , 则 zi 也 在 范 数 的 意义 下 为 右 连 续 的 . 我 们 还 
可 以 证 明 下 述 的 逆 命 题 : 对 任 一 给 定 的 增 函数 F(t), 必 存 在 一 复 Wiener 
过 程 zx,, 使 得 | zt - zs |2= F(t) - F(s). 证 明 如 下 . 以 4 表示 实数 区 间 
(ab 中 (-oo <a<b< co) 的 全 体 . 车 对 a, be 4， 定义 
pa Wn NB8 上 的 增 量 (an 68 了 gg 即 qn B= 区 间 )， 
WW 0 (aNB= 2), 
则 (v(a, 9)) 是 正定 的 . 事实 上 , 若 令 a 的 示 性 函数 为 c(t,a), 则 


2 é€jv (Qi, 0;) 2 gf« (t, ai)c(t, a;)dF(t) (Riemann-Stieltjes 积分 ) 


yD 6 


故 存在 复 正 态 系 {za}, 使 得 
(Wa ZB) v(@, B). 


“dF(t) >0 


车 t+<s<%%, 则 
| zs] + Tsu) 一 Za | 
=F(s)—F(t)+F(u)—F(s)+F(u)—F(t)—2(F(s)—F(t))—2(F(u)—F(s)) 
=0, 
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因而 


T(t,s] T(s,u) = T(t,u] (a.e.). 


故 车 令 a < min(0,1t), 且 设 
Tt 三 T(ai ~ TL(a,0], 


则 z 与 a 的 选择 无 关 ( 除 概率 为 0 以 外 ), 于 是 zt(-oo < t < oo) 就 是 所 
求 的 复 Wiener 过 程 . 

特别 在 F(t) = t 时 ， 即 过 程 对 时 间 是 齐 次 的 , Wiener 把 这 种 过 程 叫 
做 Brown 运动 . 
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复 正 态 系 ri(-coo < t < oo) 是 弱 平稳 过 程 时 ， 就 称 它 为 复 正 态 弱 平稳 
过 程 . 对 应 于 $22 的 定理 2, 就 有 下 述 定理 . 

定理 1 ” 复 正 态 弱 平稳 过 程 是 强 平稳 的 . 

证 明令 zi(-o00 < t < co) 为 复 正 态 弱 平 稳 过程 . 对 任意 的 ti < 
to <.…<tn 和 上 h, 


Ef{e’ Re()) Zuziy )} 一 exp { 一 ; DB (vt, 5 zu)} 


1 
=exp{ 和 》 Zzvv (tp 一 和 (ztzs) = v(t — s) 
=Ef{e’ Re(>， 到 ztv 十 h)]}. 


故 (z, ) 的 分 布 与 (zt+hn) 的 分 布 相等 , 于 是 (zt) 就 成 为 强 平稳 的 . 

由 这 定理 可 知 , 只 提 复 正 态 平稳 过 程 就 够 了 . 又 因为 通常 我 们 总 是 假 
定 平稳 过 程 是 复 的 , 所 以 简称 它 为 正 态 平稳 过 程 . 

在 前 面 已 经 证 明 : 由 Khinchin 定理 , v(t) = (zs+t 2s) 的 谱 分 解 是 
可 能 的 ， 但 没有 指明 对 这 样 的 函数 v(t), 是 否 存在 平稳 过 程 (zt), 使 得 
(zt zs) = v(t 一 s). 事实 上 , 这 是 存在 的 ， 甚至 存在 满足 这 个 条 件 的 正 态 平 

定理 2 ” 若 令 v(t) = / e-i2mMidF( 和 A), F(A) 是 有 界 右 连续 的 增 函 数 ， 
则 存在 正 态 平稳 过 程 zt(-co < t < oo), 使 得 
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(Zt, Ts) = v(t — s). 


证 明 ” 因 对 任意 的 t,,é&,， 


Poet -本 = 川 二 Eee 
所 以 由 前 节 定理 1 立即 知道 (z;) 的 存在 . 
其 次 考虑 zi 的 Kolmogoroff 谱 分 解 : 
Zt = , eA dy 
由 于 ys、 属于 由 z 所 张 成 的 Hilbert 穿 间 Ho, 所 以 由 前 节 定理 5 便 知 


YA( 一 00 < 入 < oo) 也 是 复 正 态 系 . 又 因 办 (-oo < 入 < co) 具有 正 交 增 量 ， 
所 以 是 复 Wiener 过 程 . 利用 Khinchin 谱 函 数 已 就 得 


la-y l= FO-Fh) (> 站 . 


yA 不 一 定 是 齐 次 的 . 故 得 以 下 结论 . 
定理 3 ” 正 态 平稳 过 程 就 是 复 Wiener 过 程 的 微分 (广义 函数 的 意义 
下 ) 的 Fourier 变换 . 


2 
dF(A) >0, 


829 ”Wiener 积分 , 多 重 Wiener 积分 
令 zi(-oo <t < oo) 为 一 复 Wiener 过 程 , 又 设 
| re 一 zs 有 = F(t)—F(s) (>s). 
因为 z; 具有 正 交 增 量 , 所 以 由 823 可 知 , 此 时 可 定义 形状 为 
1 = | fam, fe PRLaP) 


的 积分 . 若 (zt) 是 复 Wiener 过 程 , 则 特别 称 此 积分 为 Wiener 积分 . 其 
次 , 在 这 种 场合 下 , 虽 可 定义 下 述 形状 的 多 重 Wiener 积分 : 


af) = ff fs tos ss sg) dr dat dB ds 


但 为 此 必须 假定 F(t) 是 连续 的 ， 此 处 不 来 讨论 它 的 详细 证 明 , 而 只 就 
p=2,9=0 的 场合 
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1( 力 = 五 o( 有 = i f(t1,t2)dzu dz 


来 说 明 一 下 证 明 的 要 点 ， 首 先 , 在 f 是 与 对 角 线 无 公共 点 的 二 维 区 间 
(abD]x(cd] 的 示 性 函数 时 , 定义 

I(f) = (ze — Za)(Za — Ze)- 
这 里 , 与 对 角 线 无 公共 点 的 条 件 (姑且 叫做 条 件 4) 是 重要 的 . 若 f 是 上 述 


那样 的 示 性 函数 的 线性 组 合 ( 记 其 全 体 为 5), 则 定义 它 为 上 面 那 种 (了 ) 
的 线性 组 合 . 显然 了 是 从 5 到 五 = Z2(2) 中 的 线性 算 子 . 利用 条 件 4 就 


L700) Ph P= ff ttt)Pare ar 
特别 地 车 f(ti, 刀 ) 关于 (ti, 刀 ) 对 称 , 则 上 式 的 不 等 号 变 为 等 号 , 又 若 f,9 
都 对 称 , 则 得 
(8,19) = (f,9). 
又 由 FF 的 连续 性 , 得 = L? = L2(R?, (dF)?), 因而 可 以 把 I(f) 推广 到 
L? 上 去 . 

对 于 一 般 的 二 (7) 也 可 以 同样 定义 . 令 a(j) 的 象 的 全 体 为 了 Hp 
特别 令 互 。 为 [2(0) 中 的 常数 的 全 体 所 形成 的 一 维 空间 ， 由 于 条 件 4 
的 作用 , 于 是 {五 ,。}s 就 成 为 相互 正 交 的 豆 的 子 空间 . 其 次 , 若 令 五 
为 关于 zi(-o00 < t < co) 可 测 而 且 已 (lz|?) < oo 的 复数 什 (随机 变量 )z 
的 全 体 则 可 以 证 明 互 * 是 五 i 的 直 和 . 因此 , 可 将 > e 五 * 展 为 直 交 和 


Ip,alfp,q): 
pq 


故 可 将 fa(H，… ;如 ,51,… ,sq) 取 为 分 别 关 于 (th,… ,tp)(s1,…,59) 的 各 
组 为 对 称 的 函数 . 此 时 , 这 些 函数 可 由 z 唯一 地 确定 . 
例 1 若 令 zi(-00<t< oo) 为 对 时 间 齐 次 的 复 Wiener 过 程 ， 又 设 


w= | fte+ sds, fe LR), 
则 w 是 正 态 平稳 过 程 . 事实 上 ， 
(ys, Yu) = fi +s)f(u+s)ds= [ie 一 包 十 s)f{s)ds, 
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因而 (%, 加 ) 是 t 一 的 函数 , 于 是 得 出 平稳 性 . 至 于 正 态 性 , 则 由 yt 是 
zs 的 线性 组 合 的 极限 这 一 事实 即 得 到 说 明 . 现在 若 令 f 的 逆 Fourier 变 
换 为 有, 则 得 
(ye, yu) 过 f apa 
故 |f(A)|? 是 谱 函 数 的 微分 系数 . 
例 2 依照 与 上 述 一 样 的 方法 ， 利用 多 重 Wiener 积分 , 若 令 
Pp 1 | eh i 


则 z 是 一 强 平稳 过 程 , 但 除 fo = 0 的 情形 以 外 , 并 不 具有 正 态 性 . 进 一 
步 利用 更 高 维 数 的 多 重 Wiener 积分 以 及 它 的 极限 , 所 得 到 的 仍然 是 强 平 
稳 过 程 . 但 考察 一 下 是 否 能 利用 这 种 方法 来 构成 一 般 的 强 平稳 过 程 , 这 将 
是 一 个 有 意义 的 问题 . 


830 ” 正 态 平稳 过 程 的 遍历 性 
首先 来 给 出 强 平稳 过 程 zi(-oo < t < oo) 的 遍历 性 和 强 混合 性 的 定 
义 . 若 令 z 是 关于 zt(-oo < t < oo) 可 测 的 随机 变量 , 则 可 以 写成 
户 (zoa ,Tt,) 一 Z( 依 概率 收敛 ). (30.1) 
此 处 ,是 n 个 复 变量 的 Baire 函数 . 由 强 平稳 性 得 
P{w/|fn(zt tt , Ze, +t) — fm(Ttitty**, Ttm+t)| > e} 
= Pt{w/|fn (ze, , Ze, ) 一 加 (zh ,Te )| > e} 
一 0 (m,n— 00), 


所 以 fn(zttt,…, Ze,+t),n = 1,2,…, 依 概 率 收敛 于 某 个 随机 变量 zz 
以 概率 为 1 地 仅 由 z 和 + 决定 , 并 且 与 (30.1) 的 序列 的 选择 无 关 . 记 
z' 二 Tiz, 于 是 就 有 

Trst = TrTsz (a.e.). (30.2) 


者 对 所 有 的 ,Tiz = z 时 ， 则 z 叫做 不 变 的 ， zx = 常数 就 是 不 变 的 ， 
者 除 此 以 外 不 再 存在 不 变 的 z 时 ，zi(-co < t < co) 就 叫做 具有 遍历 
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性 (ergodic). 若 有 一 不 变 的 z, 考虑 其 截 口 zlz00(w) = zto)(z(o)| < 
M),= 0(|z(w) > M)), 它 显然 也 是 不 变 的 . 车 z 不 是 常数 , 则 可 取 M 足 
够 大 , 使 得 z(M) 也 不 是 常数 ， 因而 若 除去 常数 外 不 存在 有 界 不 变 的 zx, 则 
过 程 就 具有 遍历 性 . 其 次 , 对 于 依 范 数 有 界 且 关 于 zi(-co <t < co), 可 测 
的 任意 z 与 y, 都 有 
E(Tiz :9) — E(z)E(Y) 即 (zy) = (7,1)(1,Y) 
时 , 则 称 z1(-00 < t < o0) 为 具有 强 混合 性 (strongly mixing). 强 混合 性 的 
条 件 要 比 遍历 性 来 得 强 . 其 原因 是 : 若 令 Tiz = 7， 则 由 强 混合 性 得 
E(z?) = 已 (Tiz :7) — E(7)’, 

因此 V(z) = E(x?) -BE(z)? = 0, 于 是 z = 常数 . 

有 了 上 面 这 些 准备 , 可 以 来 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 1(G. Maruyama) 欲 使 正 态 平稳 过 程 具有 遍历 性 , 它 的 必要 而 
且 充 分 的 条 件 是 谱 函数 (和 ) 为 连续 . 

定理 2 ”和 欲 使 正 态 平稳 过 程 具有 强 混合 性 , 它 的 必要 而 且 充 分 的 条 
件 是 v(t) 一 0(t 一 00). 

令 zi(-oo <t < oo) 为 正 态 平稳 过 程 , 且 令 F() 在 和 =k 处 有 跳跃 . 
令 zx; 的 Kolmogoroff 谱 分 解 为 


Zt = do 


如 果 沿 用 证 明 前 一 定理 时 所 采用 的 Ui, E( 和 A) 等 记号 , 那么 y、 = E( 和 ) :zo 
也 在 入 = 处 有 跳跃 , 而 且 它 的 跃 度 z = 如 +0 一 多 -0 满足 Utz =e "rz 
因为 到 是 到 的 推广 ， 所 以 Tz = ez2rktz. 由 工 的 定义 可 得 [Tz| = Tl|z), 
故 工 |z| = |z|. 即 |z| 是 不 变 的 . 又 因 >z 的 分 布 是 在 复 平面 上 旋转 不 变 的 正 
态 分 布 , 上 且 由 于 || z ?= F(j+0) 一 F(y 一 0) > 0, 所 以 不 是 5 分 布 , 从 而 |z| 
不 是 常数 . 由 此 就 证 明了 定理 1 中 的 必要 性 . 其 次 往 证 充分 性 . 令 z 为 有 
界 不 变 . 因为 关于 从 (-oo < 入 < o) 可 测 的 全 体 和 关于 zt( 一 co < 上 < oo) 
可 测 的 全 体 是 一 致 的 , 所 以 z 关于 办 (-oo < 入 < co) 是 可 测 的 ， 又 因 
lz 2< co, 所 以 由 前 节 的 结果 而 得 
z= 常数 + 》, ff tm st) 


p+g>0 
dyA "dyAp dy dy (30.3) 
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假设 f5, 分 别 关 于 (Xi)(1j) 对 称 . 为 了 求 Tiz, 只 要 令 dy、,… 为 Tidy、,… 
就 可 以 了 , 又 因 Tidy、 = erxtdy, Tedy,, = ei2"tdy， (这 是 形式 上 的 说 
法 . 严密 地 说 , 就 要 稍 长 一 些 , 但 由 此 不 难 充分 领会 它 的 意思 ), 所 以 


Ti 二 常数 + > ff fr Xp) 


p+q>0 
‘2 ME pp)qya, .. dy,,. (30.4) 


因 被 积 函数 分 别 关于 (Xz)(/wo) 对 称 , 所 以 由 Tez = z 可 得 
fpa(A1 Xi “Jiq)e t(D MN- kp) 一 foa(N pH pH)， 
故 在 超 平 面 工 :A 一 po =0 之 外 fs =0. 又 由 F 的 连续 性 得 


[ar Oyar OaFla) .dF (ps) =0 


所 以 fo = 0(a.e.). 故 得 出 z= 常数 . 
现在 转 到 定理 2 的 证 明 上 去 . 车 具有 强 混合 性 , 则 v(t) = (zt zu) = 
(Tizo,zo) 一 (zo0,1)? = 0. 其 次 , 假定 v(t) 一 0. 由 此 可 知 F(A) 必 连 续 . 故 
关于 zi( 一 00 <t < co) 可 测 且 依 范 数 有 界 的 x,y 可 写成 (30.3) 的 形状 , 再 
利用 前 节 所 述 邓 ,。 的 正 交 性 就 得 
Tx,y) = (7, 1)(1, ee dn 
(Tiz,y) = (2, D (19) EE fm ga) 


‘ei2nt(T ME po) dF (A).. ‘dF(yo). (30.5) 


再 由 v(t) 一 0 可 得 , 对 于 任意 的 -oo <a <b< co， 


b 
/| e-irtMXdF(A| 0 (to00). 


若 以 区 间 的 特征 函数 的 线性 组 合 来 盟 近 六, 和 gw, 则 (30.5) 中 的 并 内 的 
各 项 收敛 于 0. 故 若 z,y 的 展 式 只 有 有 限 项 时 , 就 得 (Tz,y) _，(z, 1)(1,9). 
用 这 些 z,y 依 范 数 逼近 一 般 的 z,y, 就 可 以 证 明 同样 的 结论 . 这 时 必须 注 
′ 意 到 1 mizl=lz1 

例 ”因为 正 态 平稳 过 程 z, 是 强 平稳 过 程 , 又 因 5(|zo|) < oo, 所 以 
样本 均值 


3831 ”平稳 过 程 的 普遍 化 87 


下地 化 87 


2 -站 看 三 rd 
存在 . 显然 Tiz* = z*, 所 以 车 F(A) 为 连续 , 则 由 定理 1 得 出 z* 二 常数 
故 2* = E(z*) = E(zo). 这 就 是 用 样本 过 程 来 求 B(zo) 的 公式 . 同样 的 事 
情 也 可 以 适用 于 v(t). 
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首先 叙述 平稳 序列 . 这 虽然 不 应 叫做 普遍 化 , 但 顺便 叙述 一 下 ， 关 于 
随机 序列 zn(n = …, -2, 一 1,0,1,2,…) 的 弱 平稳 性 、 强 平稳 性 和 正 态 性 
的 定义 与 平稳 过 程 的 场合 相同 . 又 在 正 态 平稳 序列 里 没有 必要 区 别 强 平 
稳 和 弱 平 稳 , 这 也 与 以 前 一 样 . 车 假定 E(z,) = 0, 则 v(n) = (zu wz 
的 Khinchin 谱 分 解 为 


v(n) = -ingF(A) (31.1) 
0 
而 dF 就 是 RR1/mod 1 上 的 测度 . 又 zn 的 Kolmogoroff 谱 分 解 为 
Zn 一 [ end | dy ?= dP(A). (31.2) 


由 此 可 知 , 平稳 过 程 的 性 质 几 乎 全 部 保持 ， 而 且 以 更 简单 的 形态 出 现 于 平 
稳 序 列 . 

平稳 广义 过 程 (stationary random distribution) 随机 过 程 zt(w) 可 
以 考虑 为 以 w 作为 辅助 变量 的 t 的 函数 ， 但 是 如 果 所 考虑 的 以 w 作为 畏 
助 变量 的 上 的 函数 为 广义 函数 ， 则 就 可 以 考虑 所 谓 广义 随机 过 程 (random 
distribution). 广义 随机 过 程 也 可 以 分 为 强 弱 两 种 来 考虑 . 令 习 为 无 限 可 
微 而 且 支 集 为 有 界 的 t 的 函数 的 全 体 ， 再 令 广义 函数 的 全 体 为 D'. 若 有 
8 & 全 和 w 的 函数 z(9,w), 使 得 对 w 的 所 有 的 值 (或 者 几乎 所 有 的 值 )， 
把 z(9,w) 看 做 $ 的 函数 时 它 属于 D9', 且 对 任意 给 定 的 四 z( 办 w) 是 w 的 
可 测 函 数 时 , z(8,w) 就 叫做 强 义 的 广义 过 程 . 反之 , 车 对 任意 给 定 的 p, 把 
7(9,w) 看 做 w 的 函数 而 属于 瓦 = L2(02), 且 映 申 


TI 人 030 一 7( 办 .)E 殖 
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为 取 值 于 五 的 广义 函数 时 , 即 ze 9 时, z(6,w) 就 叫做 弱 义 的 广义 过 
程 . 特别 地 , 若 强 义 的 广义 过 程 满足 强 义 的 平稳 性 : 
“(Zz(91),…,Z(6n)) 的 分 布 和 (z(g 六 ) ,zfg%)) 的 分 布 恒 相同 ， 
(Gt) = (t+ h)), (31.3) 

则 叫做 强 平稳 广义 过 程 . 设 zi(w) 为 一 可 测 的 强 平稳 过 程 , 且 设 E(|zo|) < 
oo. 对 此 , 若 定义 

二 | Sa (31.4) 
则 这 就 是 强 平 稳 广义 过 程 .事实 上 , 由 于 E(|zo|) < oo, 便 知 对 几乎 所 有 
的 w， 

LA rp (31.5) 


( 试 考虑 积分 的 平均 值 ), 由 此 即 知 , 作为 t 的 函数 , zi(w) 是 局 部 可 积 的 . 
此 (31.4) 给 出 了 强 义 的 广义 过 程 . 还 可 证 明 它 具有 强 义 的 平稳 性 (31.3). 
又 若 有 一 弱 义 的 广义 过 程 z(8,w), $e D, 且 

m($) = E(z($)), v(¢,») = E((z(9) 一 mm( 的 )(z(p) —m(y))) (31.6) 
对 平行 移动 都 为 不 变 : 

m(0™) =m(0), vO ,yD) = v9,y), (31.7) 
则 就 叫做 弱 平稳 广义 过 程 . 例如 若 zx, 为 一 弱 平稳 过 程 , 则 下 式 所 定义 的 
就 可 以 看 做 是 弱 平稳 广义 过 程 : 
= / g(t)zzdt (积分 是 对 依 范 数 收敛 而 言 的 ) 


m(g )= /wm pe 
v{(9, WwW) = /oo v(t, s)dtds = / G$(t) p(s) v(t — s)dtds 
= /ut a s)dsdt | 


= /gj ott- godstt vts) = TH 


事实 上 ， 
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= / v(t) (6* Ddt 
= v(9*). 


由 此 就 得 出 m,v 对 平行 移动 的 不 变性 , 又 知道 v(8,) 可 以 写成 v(98 *) 
的 形状 . 因为 后 面 的 事实 可 由 v(9,) 是 有 对 平行 移动 的 不 变性 而 推出 , 所 
以 对 一 般 的 弱 平稳 广义 过 程 , 恒 有 


v(9,%) = vb *y). (31.8) 
由 于 这 里 的 v 可 以 看 做 D' 的 元 素 , 又 因 
v(b*9) =v(9,9) =|| 2(9) —m($) > 0, 
所 以 利用 推广 到 广义 函数 情形 的 Bochner 定理 ”, 就 得 


4 
v =D lim / eri2xMtdF (入 )， (31.9) 
4 一 oo 一 4 
此 处 
dF(A) 
之 一 一 一 一 一 2 
dF(X) > 0， / < (31.10) 


这 就 是 A. Khinchin 谱 分 解 的 普遍 化 . 同样 , 对 于 z(9)， 可 找到 正 交 增 量 
过 程 y、, 使 得 


A 
z =D lim / ey, Nam P= daP( 811) 


这 就 是 Kolmogoroff 谱 分 解 的 普遍 化 . 

现在 令 (zi -co <t< co) 为 对 时 间 齐 次 的 复 Wiener 过 程 (827 未 
尾 ). zt 本 身 显然 不 是 平稳 过 程 , 然而 由 于 对 时 间 的 齐 次 性 ‖ dz a 
所 以 若 考虑 ri 在 广义 函数 (997) 的 意义 下 的 微分 (由 | dz 上 = dt 而 明 
显 地 可 看 出 普通 意义 下 的 微分 是 不 存在 的 ), 且 记 为 Dz 时 , 则 这 就 成 为 
弱 平 稳 广 义 过 程 . 事实 上 , 由 


@@ 参见 Schwartz, Théorie des distributions, II. Paris, Herman, 1952,432. 
一 一 俄 译本 注 
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Das(0) = -ab)=- /sp (Wt =— /le zo) Cat 
(a 为 任意 ) 所 以 m(g) 与 vt, 切 可 以 写成 
m()= 
v(b,W) = | [fw Wve -sat zajatds), 


w=/ ft (t)wy (s)( Zt — Ta, Ts — Ta)dtds 


[ 取 a 使 得 $,y 的 支 集 落 入 (a, o0)] 


he (t)jwp’'(s)(min(t, s) — a)dtds 


= | ov p(T dt = (gx 为 (0) 
一 6( 办 + 切 ) Dirac 的 6 函数 ). 
这 就 意味 着 v 对 平行 移动 是 不 变 的 , 又 若 写成 v(6,w) = vb * 为， 则 得 
,= 6. 车 引用 下 述 记号 


dzr dz。 _ 
(县 人 ]- Wat 


dzt dz | dzt |2 _ a 上 
dt'dl dd di dt’ 


则 可 使 我 们 更 易 领会 这 一 点 . 又 因 


A 
6 = D'- lim / ez2rxtd 和 ， 
4 一 oo | 


所 以 F(A) = 和 就 是 谱 函 数 . 这 时 因为 


1 十 入 


所 以 (31.10) 中 的 指数 就 是 1. 

向 量 值 平稳 过 程 可 以 考虑 使 得 ri(-oo < t < co) 的 值 为 m 维 问 量 
的 平稳 过 程 . 今 就 弱 平稳 过 程 作 一 些 简 单 的 说 明 . 设 ml(t) = E(z:) = 0， 
这 并 不 丧失 普遍 性 . 令 v(t, s) 是 矩阵 (vij(t, s)), 而 


vij(t,s) = E(zizi) 即 w(t,s)= E(x: xzs). (31.12) 
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当 vij(t,s) 仅 是 t 一 s 的 函数 时 ，z 就 叫做 弱 平稳 的 ， 记 为 vij(t, s) = 
vij(t 一 s). 至 于 v(t) = (vij(t)) 的 谱 分 解 , H. Cramér 已 经 采用 A. Khinchin 
关于 谱 分 解 的 普遍 化 的 形状 求 出 了 . 那 就 是 有 一 取 值 于 m x m 阶 和 矩阵 的 
F(A) = (Fij( 和 )), 使 得 


v(t) = f ear). (31.13) 
此 处 F( 和 ) 是 满足 下 列 关 系 式 的 Hermite 矩阵; 
入 > 内 全 下 (入 ) 一 F(p) >0 (> 0 是 正定 型 )， 
下 (co) 确 定 ， 五 (一 co) > 0, 
五 (入 十 0) = 五 (入 )， 
事实 上 , 因 对 任意 的 {fai}j,va 人 = 和 aiaroiz 人 满足 
DépEvvalty 一 如 ) = > Dénévaidy (i) | Dnaizt, 


HZ 好 


2 
> 0， 


所 以 va(t) = OA) 


AF,( 和 ) 就 是 (ai) 的 Hermite 形式 而 且 AF,( 和 ) > 0. 因此 可 以 确定 Fi;( 和 )， 
使 得 AF,() = aiaj;AFi;( 和 ), 而 AF( 和 ) = (AFi;( 和 )) 就 是 正定 的 . 

在 这 个 场合 下 也 可 以 得 到 相当 于 Kolmogorofr 分 解 的 谱 分 解 . 

关系 到 时 间 和 地 点 的 随机 过 程 ” 随 机 过 程 是 表达 随时 间 而 变化 的 偶 
然 量 , 但 也 可 以 考虑 时 间 和 地 点 双方 都 改变 的 情形 . 譬如 说 , 在 某 个 时 刻 
t 处 于 菜 一 地 点 € = (&1,&2,&3) 的 状态 可 以 由 某 个 随机 变量 z(t, &,w) 来 表 
达 的 情形 . 现 设 


mlt, €) = E(z(t, é€,w)), 
v(t,é€;s,7) = E{(z(t,é€,w) — m(t, é))(z(s, é€,w) — m(s, é€))}. 
车 这 对 时 间 、 空 间 的 平行 移动 都 不 变 , 则 z(t,&,w) 是 平衡 的 . 此 时 , mm 人 


é)= 常数 (以 后 令 为 0), 而 v(t, é; s, 7) 就 成 为 t— sé 一 二 (&1 — 1,é2 吕 
72,&3 一 13) 的 函数 v(t 一 s,& 一 n). 关于 v 亦 可 得 对 应 于 Khinchin 分 解 的 谱 
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分 解 一. 
v(t,é) = 人 ei2rQtt (5é) dF (A, 6), 
到 和 
(0,€)=01€1 + 62é2 十 ost3， 


而 z(t,é&,w) 的 分 解 (Kolmogorof 分 解 ) 也 与 平稳 过 程 的 场合 一 样 . 

又 除 对 地 点 的 齐 次 性 以 外 , 还 可 假定 各 向 同性 的 性 质 ， 这 时 , v(t,&) 
可 以 写成 v(t,|&|) 的 形状 , 上 | 是 向 量 & 的 长 度 , 此 时 测度 dF(A,c) 对 地 点 
也 具有 各 向 同性 的 性 质 , 即 dF( 和 ,7) = dG( 和 ,7) .db(r 表示 o 的 长 度 ,而 6 
就 表示 o 切 单位 球 的 点 ). 也 就 是 


v(t, |é|) = 人 etK(r 区)dGCNr) (31.14) 
此 处 K 可 用 Bessel 函数 表 为 
K(p) = 2r 2 p) (31.15) 


各 向 同性 湛 流 (isotropic turbulence) ”前面 说 的 是 对 时 点 t 和 空间 的 
点 &, 对 应 着 一 个 偶然 的 纯 量 z(t,&,w), 但 在 这 里 所 考虑 的 是 以 向 量 v 
(t,&,w) 代替 纯 量 . 辟 如 , 对 任意 的 时 点 t, 令 注 流 在 空间 的 点 & 上 的 速度 
为 ult,&,w) 就 是 这 种 情形 . 为 了 弄 清楚 实质 上 的 难点 , 而 把 时 点 t 固定 
起 来 , 并 记 为 u(é,w), 再 假定 Eu(é,w) = 0. 于 是 v(é,m) 就 是 


v{(é,7) = Elu(é,w) ® u(n,w))], 


而 这 就 是 在 点 €,m 上 的 切 平面 Te 和 7y 的 张 量 积 Te @ 7Ty 的 元 素 . 若 这 
对 于 空间 的 全 等 变换 为 不 变 , 则 w(é,w) 叫做 各 向 同性 汕 流 ， 这 个 不 变性 
的 意义 , 讲 得 清楚 些 就 是 这 样 的 : 令 9 为 任意 的 全 等 变换 , g 将 点 上 映照 
成 所 g.&, 而 同时 由 此 引出 & 的 切 平面 Te 到 9 . 的 切 平面 Te 上 的 全 
等 变换 9, 还 引出 Te @ TY 到 Te @ Tn 上 的 全 等 变换 . 后 者 也 以 5 来 表 
示 . 由 9 得 出 的 不 变性 就 是 


Elgu(é,w) ® ju(n,w)] = Elu(gé,w) ® ul(g :7,w)]. (31.16) 


@ 这 是 多 元 的 Khinchin-Bochner 定理 , 它 的 证 明 可 参见 S. Bochner, Harmonic Anal- 
ysis and the Theory of Probability 1955, 58 页 . 一 - 校 者 注 
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也 就 是 
gv(é,7) = v(gé, gn). 


现在 ， 者 在 的 空间 里 定 一 正 交 系 (e1, e2, €3), 又 在 Te 里 也 取 一 与 这 
平行 的 正 交 系 (e1(€),e2(&),e3(é&)), 然后 以 此 来 决定 坐标 , 就 得 


€ =gé S66 = 》 9i&i ++hi,(9i) = 正 交 和 矩阵 
2 (31.17) 
一 9 也 兮 巡 = 》 9 
了 


因而 (31.16) 就 可 写成 
E ( 》 9gikuk(E) 》， gu = E(wi(gé) ui;(gn)), 
k I 
也 就 是 
Dgirgivui(é, 7) = vij(9€, gn). (31.18) 
可 


特别 地 , 若 设 (gz)= 单位 矩阵 , 则 

vij(€,7) = vi(é+h,n+h), h= (hi,h2,hs). 
故 vi; 是 &-n 的 函数 . 若 记 这 函数 为 vi;(&-m), 则 由 (31.18) 得 

2, gik gilVki(E€) = vij (9é). 
现在 , 若 设 v(é;a,b) = D> bivs(é), 则 上 式 等 价 于 
v(g&; ga, gb) = v(&;a,b)， 9 是 正 交 和 矩阵 . (31.19) 

因由 定义 , v(é€;a,a) 是 & 的 正定 函数 , 所 以 

v(é;a,a) = / e-i2Ném(dA;a), m(dX;a) > 0. 
利用 v(é;a,5b) 是 ob 的 双 二 次 形式 这 一 事实 , 就 得 


ooaj= [emda,d), 
m(dM;a,a)=m(dM;a) > 0. (31.20) 
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m(d 和 ;a,b) 就 是 a,b 的 正定 的 双 二 次 形式 . 又 由 v 的 不 变性 (31.19), 便 知 
m 也 具有 不 变性 : 


m(g dX; ga, gb) = mm(dA;i a, b). 
由 此 就 得 出 表达 式 
m(dX;a,b)= > aibj[0i0;dOmi (dr) 
+(6i; 一 99)dgma(dr) + mo(d\)]. (31.21) 
此 处 7 = |A,b; = 入 /|A|,d9 是 单位 球 上 的 球面 元 素 ,m1,m2 是 (0,co) 上 的 


有 界 测度 , mo 是 只 分 布 于 和 空间 的 原点 的 测度 . 反之 , 若 由 形 如 (31.21) 
的 m 和 (31.20) 来 定义 v, 便 知 这 是 对 应 于 各 向 同性 测 流 的 v. 
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832 条 件 概 率 


考虑 概率 空间 f(B, P). 设 Bi1 为 B 的 子 Borel 集合 体 . 对 Bi 可 测 
的 集 或 函数 自然 对 B 也 是 可 测 的 , 但 反之 未 必 成 立 . 次 设 4 为 事件 , 即 对 
B 可 测 的 集 . 按照 Doob 的 说 法 , 可 将 4 关于 B1 的 条 件 概率 (conditional 
probability)P(A/B1) 定义 为 满足 下 列 条 件 的 w 的 实 函 数 P(A4/B1)(w): 
(C.1) P(4/B1)(w) 对 Bi 可 测 ( 故 当然 是 8(B,P) 上 的 随机 变量 ). 
(C.2) 阁 B 为 Bi 的 可 测 集 , 即 Be Bi, 则 


P(A4:B)= 人 P(A/Bi)(w)P(dw). (32.1) 


利用 Radon-Nikodym 定理 可 以 证 明 上 述 的 P(4/B1)(w) 是 唯一 存在 
的 ( 除 零 测 集 外 ). 因 若 将 P(4.B) 看 成 为 关于 B 的 集 涵 数 , 则 它 是 8(B1) 
上 的 有 限 测度 , 并 由 P(4.B) < P(B), 知 它 关 于 P( 精 确 些 , 限制 在 B! 上 
的 P) 为 绝对 连续 , 故 满足 (32.1), 对 B1 可 测 的 函数 除 在 零 测 集 上 外 是 
唯一 的 . 

因 易 使 人 怀疑 上 述 定义 与 通常 所 定义 的 条 件 概率 究竟 有 何 关系 , 故 
就 此 略 加 说 明 . 设 将 2 分 成 为 有 限 或 可 数 个 互 不 相交 的 可 测 集 之 和 , 即 


f=Bit+B2+t:.: (32.2) 


将 B1, Bo,… 中 若干 个 (0 个 , 有 限 个 , 无 限 个 ) 集 的 和 的 集 的 全 体 表 为 
Bi, 则 Bl 显然 是 一 Borel 集合 体 . 此 时 对 B1 可 测 的 函数 P(A/B1)(w) 
分 别 在 B1, Bo,… 上 各 取 常 数值 a1,az,…, 故 在 (32.1) 中 , 若 以 B; 代 B， 
则 得 

P(A.: Bi) = aiP(B;), 
亦 即 ai = P(A. Bi)/P(B;). 
故 得 下 式 
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P(A/Bi)(w) = P(A: Bi)/P(Bi), w€B:. (32.3) 
通常 P(4B)/P(B) 叫做 在 条 件 B 下 的 4 的 概率 , 并 记 为 P(4/B). 
利用 这 一 记号 , (32.3) 变 成 
P(A/Bi)(w) = P(A/Bi), we B:. (32.3") 
由 此 就 显示 了 Doob 定义 与 通常 的 定义 的 关系 . 
次 设 z(w) 为 一 随机 向 量 , 其 值 域 为 RA(B^). 设 Bi 为 {zx (E)/E Ee 
Be}. 当 zx(w) 的 坐标 为 zx(w) 时 , 可 以 认为 Bl 是 由 形 如 
ZA(w) < c 
的 集 所 产生 的 Borel 集合 体 . 由 于 RA(B*) 上 (B‘) 可 测 函 数 yp 可 写成 
olz(w)) 的 形式 , 故 由 P(4/Bi)(w) 对 Bl 可 测 的 条 件 , 可 将 (32.1) 写成 


pA.s (Ee) = | ,lo) Pao) 


-1(E 


若 令 z 的 分 布 为 已, 则 因 已 = 已. z-1 故 得 
P(A. 2-1(E)) = | g(é) Ps(dé). 
E 


上 式 左边 可 看 成 E & B4 的 函数 , 它 是 一 测度 , 且 因 P(A4 :2 (E)) < 
P(z-1(E)) = P(E), 故 它 是 关于 P 绝对 连续 的 测度 . 因此 , 以 上 条 件 唯 
一 地 决定 了 p(é), 此 即 Kolmogoroff 所 定义 的 条 件 概率 P(A/z = 6). 前 
面 Doob 所 定义 的 P(4/B1)(w) 就 是 将 z(w) 代入 yp(&) 中 的 & 而 得 的 随 
机 变量 , 以 后 简写 为 P(4/z). 

例 ” 设 zy 为 两 个 实 随机 变量 , 并 设 其 联合 分 布 有 密度 f(&,), 则 
Kolmogoroff 条 件 概率 为 


pw eB/s=8)= | teemanf {enan 
由 此 可 得 Doob 条 件 概 率 为 
Pye E/s)= | fman/ 人 f(zx,n)dn. 
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833 ”条 件数 学 期 户 
条 件 期 望 完全 可 以 和 条 件 概率 并 行 地 定义 . 设 y(w) 为 实 (或 复 ) 随机 
变量 , 并 设 
Ely| < oo. (33.1) 


与 上 节 一 样 , 设 Bj 为 B 的 子 Borel 体 . 对 任意 可 测 集 B, 定义 
Ely; B) = 上 y(w)P(dw). (33.2) 


y 对 于 Bi 的 条 件 期 望 EB(y/B1) 定义 为 满足 以 下 两 个 条 件 的 w 的 函数 
E(y/B1)(w). 

(E.1) E(y/B1)(w) 对 Bi 可 测 . 

(E.2) 对 任意 Be Bi, E(y;B) = E(E(y/B');B). 

这 样 的 BE(y/B1)(w) 必 存 在 , 且 除 P 零 测 集 外 是 唯一 的 , 这 可 与 条 件 
概率 的 情形 一 样 , 利用 Radon-Nikodym 定理 来 证 明 . 

车 设 4 的 示 性 函数 为 xa(w), 由 于 E(xa/B1) 与 P(4/Bi) 一 致 , 故 
条 件 概 率 可 看 成 条 件 期 望 的 特殊 情形 . 下 面 叙 述 有 关 条 件 期 望 的 性 质 , 由 
此 亦 易 推出 条 件 概率 的 性 质 . 

(车 z 对 瑟 !; 可 测 , 且 Ely| < oo0, Blyz| < co, 则 

E(zy/B'1) = zE(y/B'1). (33.3) 


因此 ,如 zz 为 MeBi 的 示 性 函数 , 则 对 任意 Be Bi1, 有 
BlzyB)=E(yM:B)= 人 PG/BDCw)P(da 
M-:B 
Ss 上 A 
并 由 z(w)E(y/B1)(w) 对 Bi 可 测 , 得 


E(zy/B1)(w) = z(w)E(y/ Bi)(w). 


再 注意 (33.3) 的 两 边关 于 z 是 线性 的 , 由 此 即 推出 对 任意 的 z, (33.3) 均 
成 立 . 
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Gi) 车 Bi1 c Bo, 则 
E(y/B1) = E(E(y/B2)/Bi), (33.4) 
因 若 B € Bi, 则 显然 Be B,, 故 
El(y;B) = E{E(y/B2); B} 
= E{E(E(y/B2)/B'1); B}. 
故 关系 式 (33.4) 成 立 . 
(ii) 如 y = ciyi + caga (c1,c2 为 常数 ), Elyi| < o0,i = 1,2, 则 
E(y/B1) = ciE(y/B1) + cE(y2/Bi1). (33.5) 
(iv) 如 yn = y, yn| < zBlz| < o0, 则 
E(yn/B1) 一 E(y/Bi). (33.6) 


注意 1 ”以 上 关系 除 一 P 零 测 集 外 皆 成 立 . 
注意 2 ”车 z 为 任意 的 随机 向 量 , 则 与 P(4/z) 同样 可 以 定义 E(y/z). 


834 拷 ” 


拷 (Martingale) 在 概率 论 中 是 一 个 非常 重要 的 概念 , 但 在 本 节 中 只 令 
述 与 本 章 有 关 的 内 容 . 

设 ret eT(T 为 实数 集 ), 为 一 随机 过 程 , 且 (|z|) < co, 设 对 每 一 
t ET 有 一 Borel 集合 体 Bi(C B) 与 之 对 应 , 且 设 

人 站 如 s<t, 则 B,C Bi: 

(ii) 对 所 有 te Tz 对 B, 可 测 ; 

( 首 ) 如 s <t, 则 EB{ze/B。} = zs 以 概率 为 1 地 成 立 . 
此 时 称 {z:} 关于 {B:} 为 蒜 . 

如 条 件 (四 ) 换 为 

(这 ) 车 s<t, 则 EE{zi/Bs} < zs 以 概率 为 1 地 成 立 ， 
就 称 {z4} 关于 {Bi} 为 半 鞍 (Semi-Martingale). 著 是 半 识 的 特殊 情形 . 

试 述 半 坎 的 性 质 . 首先 , 下 式 成 立 : 


@ 此 节 可 参看 J.L. Doob, Stochastic Processes, 1953, 第 7 章 811. 一 校 者 注 
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如 s <t, 则 E(xzs) < E(x:). 
此 式 易 由 (人 这) 导出 . E(zt) 既然 对 t 单调 不 减 ， 故 至 多 除 在 可 数 多 个 点 外 ， 
均 为 连续 . 
定理 1 设 了 工 为 区 间 , zut eT, 关于 Bi(t ET) 为 半 鞭 , 且 E(zt) 连 
续 . 若 zi 为 可 分 , 则 几乎 一 切 样本 函数 w 仅 有 第 一 类 不 连续 点 , 且 对 每 一 
t, 有 
P(xto0 = zt = Zi+0) 一 1， (证 略 ) 
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设 及 为 具有 第 二 可 数 性 的 紧 致 的 Hausdorf 空间 , 因而 R 的 拓扑 可 
由 距离 决定 . 令 BR 为 含 R 的 一 切 开 集 的 最 小 Borel 体 . 

函数 P(t,z, EE), 其 中 t 为 时 间 , t > 0,ze 忆 已 BR， 如 满足 下 列 条 
件 , 则 称 为 转移 概率 (transition probability): 

(T.1) 当 4,z 固定 时 , P(t,z, EE) 关于 EE 是 概率 分 布 . 

(T.2) (对 z 的 连续 性 ) 对 固定 的 t, 当 z 一 zo 时 , 测度 P(t,z,E) 弱 
收敛 于 P(t,zo, 忆 ); 即 对 任意 的 连续 函数 户 


/ f(y) P(t,z,dy) 一 / f(y)P(t, zo dy), £— zo. 
R R 


(T.3) (对 t 的 连续 性 ) 对 固定 的 z, 当 t 一 0 时 ， 测度 P(t, z, 五 ) 弱 收 
敏 于 6(z, E)(= 1,z € E;= 0,7 € E°); 即 对 于 任意 的 连续 函数 f， 


[iWPt men = [fl dy) = fF), t=0 
R R 


注意 , 由 (T.2) 可 以 证 明 , 当 固定 t 和 EE 时, P(t,z,E) 是 z 的 (BR) 
可 测 函 数 . 为 此 , 只 要 证 明 对 于 (Ba) 任意 有 界 可 测 函 数 f， 


eolz) = a f(y)P(t, x, dy) 


关于 z 是 (BR) 可 测 函 数 即 可 . 实际 上 , 记 具 有 这 种 性 质 的 7 的 全 体 为 3， 
由 (T.2) 知 $ 包含 一 切 连 续 函 数 . 又 由 可 测 性 的 定义 知 3 对 极限 运算 不 
变 , 故 任意 有 界 (BR) 可 测 函 数 皆 属 于 3. 
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注意 上 述 各 点 后 , 再 加 上 下 面 的 条 件 : 
(T.4) (Chapman-Kolmogoroff 方程 ) 


P(t+ s,7,E)= 下 P(t,z, dy)P(s,y, E). 
R 


由 上 面 的 叙述 可 知 右 边 的 积分 有 意义 . 

P(t, zx, 忆 ) 的 直观 意义 是 : 在 最 初 处 于 zx 状态 的 条 件 下 , 经 过 t 时 后 
转移 到 EE 状态 的 概率 . 因此 Chapman-Kolmogoroff 方程 的 意义 是 : 为 了 
经 时 间 t+s 后 自 z 转移 到 EE, 先 经 t 时 后 转 入 R 的 某 点 y, 然后 再 经 时 
间 s 后 转 入 E. 这 个 方程 是 对 这 种 转移 必然 要 求 的 条 件 . 

例 1 设 玉 为 有 限 集 . 显然 RR 对 离散 拓扑 (discrete topology) 而 言 
满足 上 述 条 件 . 为 了 定义 P(t,z, 忆 ), 只 要 对 点 集 {y} 定义 也 即 可 , 记 为 
P(t,zx,y). 由 (T.1) 得 


Pl(t, x,Yy) ) >0, ee (35.1) 


(T.2) 显然 成 立 .(T.3) 变 成 
1, 72=Yy, 
Plt, 7,y) 一 6(7,Y) = i 
当 t 固定 时 , (P(t, z,y),z,y € R) 可 视 为 有 限 阶 矩阵 , 记 为 Pi, 则 (35.1) 
表示 P， 的 元 素 非 负 , 且 其 各 行 元 素 的 和 为 1， 这 种 矩阵 称 为 随机 和 托 阵 
(stochastic matrix). (35.2) 表示 着 


(35.2) 


己 ; 一 了 单位 矩阵 ),t 一 0. (35.2") 
由 和 矩阵 乘法 , Chapman-Kolmogoroff 方程 变 为 
P，, = P,P.. (35.3) 


例 2 设 忆 为 实数 集 民 ! 加 上 oo 的 紧 化 空间 . 对 > Ri,E eR'， 
设 


P(t,2, 8) = 人 Ne(y — z)dy, Ne) = i 


再 设 P(t, 0%, E) = 5(oo, 五 ). 
(T.1) 显然 成 立 . 试 研究 对 于 z 的 连续 性 . zo 关 co 时 , 对 于 连续 函数 了 ， 


中 
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/ f(y Nly — z)dy = / f(y + 7)Ne(y)dy 
” x f(y + zo) Ne(y)dy = 人 f(y) Ne(y — zo)dy, 


( 因 f 在 紧 空 间 R= RR!U {oo} 上 连续 , 故 有 界 ). 当 zo = co 时 , 对 所 有 的 
y 可 得 f(y 十 x) 一 f(co) (z 一 00), 故 与 上 式 同 样 可 得 
[se )Ni(y — x)dy 一 foo )= | 10 6(00, dy). 
对 于 t+ 的 连续 性 可 导出 
Ne- 7)dy = | fle+ Vi Nly) )dy —» f (7). 


Chapman-Kolmogorof 方程 在 及 中 可 由 正 态 分 布 的 性 质 Ni+。= Ni * Vs 
导出 , 在 oo 处 则 显然 成 立 . 

例 3 设 忆 = [0,oo], 并 设 P(t,z,E) 由 下 式 定义 : 

Pn,B)= {IN(y -5) + Ny+ oldyz 0,00), Bc [0,00) 

E 

P(t, 00, E) = 6(00, E). 

容易 验证 , P(t,z,E) 满足 上 述 四 个 条 件 (T.1)~(T.4). 

注意 ”利用 (T.4) 可 自 (T.3) 推 得 (参看 837): 

(T.3') 对 固定 的 x, 当 t 一 如 时 , P(t,z, 忆 ) 弱 收 敛 于 P(to, zx, EE). 

由 此 可 见 为 何 (T.3) 可 表达 对 t 的 连续 性 . 
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利用 前 节 的 记号 , 记 在 R 上 的 连续 函数 的 全 体 为 C. 对 通常 的 线性 
运算 来 说 , C 是 线性 空间 , 赋 与 范 数 | f = max|f(z)|,z € RR, 则 它 可 看 作 
可 分 的 Banach 空间 . 今 定义 工 (t > 0) 如 下 : 


Tif(z) = 下 f(y) P(t, x, dy), (36.1) 


加 关于 本 忆 和 下 节 , 可 参看 关 秘 直 编 的 《 泛 函 分 析 讲义 》， 高 等 教育 出 版 社 , 1958, 第 4 章 . 
一 校 者 注 
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则 由 (T.2) 可 知 , 如 fe C, 则 fe C, 且 可 看 做 C 中 的 线性 算 子 . 
利用 (T.1) 可 得 


Ti 之 0, 即 如 f>0, 则 Tf >0， (36.2) 
有 1 = 1， (36.3) 
因而 
IT lasup{l Tf l,l fF ls 1}=1. (36.4) 
由 (T.3) 得 
Tf(z) = f(z), rE R,t—0. (36.5) 
因 C 的 共 圈 空间 C* 为 R 上 的 (有 符号 的 ) 测度 空间 , 故 (36.5) 式 变 成 
T 一 了 ( 弱 ) (I 为 恒 等 算 子 ). (36.5’) 
亦 即 对 任意 的 f e C,n € C*, 上 式 等 价 于 
(Tf,p) = (fp)- 
由 (T.4) 可 得 半 群 的 性 质 
RT Sy (36.6) 


一 般 地 , 对 于 可 分 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 族 TT,t > 0, 如 
有 性 质 


1 ls 1， T= 了 1( 弱 )，TTs = Ters， (36.7) 


则 称 此 族 为 EE 上 算 子 的 半 群 , 或 简称 为 上 的 半 群 (semi-group). 

上 述 C 上 的 算 子 族 到 ,ti > 0, 亦 满足 (36.7), 故此 族 是 C 上 的 半 群 ， 
称 为 伴随 P(t, xz, 忆 ) 的 半 群 . 

其 次 , 对 je C*, 定义 


Trp(B) = {Plts, Ende) (86.8) 


于 是 由 0 < P(t,z,B) < 1, 得 


|Teplsl pl Bp Te ls1, (36.9) 
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此 处 1 是 的 全 变 差 (total variation). 注意 到 
(站 = (Tp) = 上 [A f(y) P(t, z, dy)p(dz), 
可 见 7T* 是 的 共 辐 算 子 , 故 记号 T* 是 合理 的 . 由 Chapman-Kolmogoroff 
方程 得 TeT? =75 又， 
(f,Trp) = Tf,p) = (fp),f eC,neEC". 


C 不 等 于 (C"*)*, 故 不 能 导出 T* 一 1*( 弱 )(1* 为 C* 上 的 恒 等 算 子 )， 
但 因 它 是 与 此 相似 的 条 件 , 故 称 为 T* 一 产 ( 泛 弱 ). 
综合 上 述 得 


IT 1 TT)，TT = 7 (36.10) 


C* 不 是 可 分 的 , 而 且 上 述 第 二 条 件 与 (36.7) 的 第 二 条 件 稍 有 差异 , 故 
不 能 说 T(t > 0) 是 C* 上 的 半 群 , 但 因 比 较 近似 , 故 称 为 伴随 P(t, >, 五) 
的 对 偶 半 群 (dual semi-group). 
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设 一 为 可 分 Banach 空间 , Ti(t > 0) 为 其 上 的 半 群 . 在 前 节 (36.7) 中 
只 要 求 一 IT( 弱 ), 但 利用 其 他 性 质 后 , 可 得 
TF- 了 1 一 0， 即 7. 一 了 ( 强 )”. (37.1) 


要 证 明 这 个 性 质 ， 需 要 用 到 Dunford 定理 (Ann. of Math.，33，1932， 
pp.567~573), 故 证 明 从 略 . 由 (37.1) 还 可 得 到 


[Tf-Tfl 0 (tos). (37.2) 
为 此 , 设 w= min(t,s), v= |t 一 sl, 则 得 
Tf -Tf =| Df -fs Df -fl 0. 
由 此 可 知 (37.2) 的 收敛 对 s 是 一 致 的 , 故 Tf 对 + 为 一 致 连续 . 
“GD 参见 关 第 直 编 的 《 泛 函 分 析 讲 义 》, 高 等 教育 出 版 社 , 1958, 482 页 校 者 注 
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Hille-Yosida 理论 是 关于 半 群 的 生成 算 子 的 理论 . 由 于 T(t > 0) 有 
群 的 性 质 ZT, = Ts, 因此 有 时 虽 未 必 尽 知 一 切 的 也 ,t+ > 0, 但 如 知道 
Th,0 < t < 6, 此 处 5 为 任意 小 的 正 数 , 则 对 任意 t, 都 可 求 出 到 .到 (0 < 
t < 6) 称 为 半 群 T(t > 0) 的 群 芽 (germ). 为 了 给 出 5 一 0 时 的 极限 性 质 ， 
定义 算 子 4 使 


Af = 地 i (极限 对 范 数 而 取 )， (37.3) 


4 称 为 生成 算 子 (generator). 使 上 述 极限 存在 的 f 全 体形 成 4 的 定义 域 
D(A). 

显然 D(4) 为 的 线性 子 空间 , 4 为 线性 算 子 . 通常 9(4) 与 EE 并 
不 一 致 , 且 4 非 有 界 . 但 为 了 易于 说 明 , 先 对 4 为 有 界 且 D(4) = 5 的 情 
形 作 出 形式 的 计算 . 设 对 于 算 子 的 范 数 而 言 , 有 


4= 雷 一 一 . (37.4) 
由 
Tirs-T, Ts-I 
6 FE 
当 5 一 0 时 得 
dlt = AT.. 


与 普通 数 的 情形 一 样 , 解 上 式 得 


了 一 0 


考虑 了 T 的 Laplace 变换 RR、 
9 1 过 _s 
m=/ e "ol MT ). 
由 形式 的 计算 得 


OO De 
R, = 上 eNetAdt = / edt = (AT — 4)-!， 
0 0 
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AIf = 和 f, 故 XT 可 简写 为 》， 
R= (入 一 4) 一 . 
即 w= Rw 满足 
(A— A)u =7», 


根据 上 述 定 义 , R、 称 为 Ti 的 预 解 算 子 (resolvent). 
留意 上 述 各 点 , 今 试 就 一 般 情形 加 以 严格 论证 . 
预 解 算 子 RA 由 下 式 定义 ; 


(Rf,p) = [ ex(nfn)dt, f eBbnep.. (37.5) 

亦 可 以 定义 为 
CO _ | 1 CO i ; 
mi= 上 e “= tp > MT f). (37.51) 


如 上 所 述 , 因 Tf 对 t 连续 而 且 有 界 , 故 以 上 定义 是 可 能 的 . 


| Rf sf/ eTfl ds<l7l / e-Xtqt = Ly | 
0 


故 得 
lB <3, (37.6) 
即 及 为 有 界线 性 算 子 
其 次 , 再 证 
有 BA 一 及 = 一 (入 一 站 RAR (37.7) 
| AR 一 了 一 0， 入 一 oo. (37.8) 
对 于 febB,oebE*, 


(BBR,0) = | eHR ojdt 
= / ed A 
0 


De Oo 
= | et / e ts(Tsf,Tro)dsdt 
0 0 
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-=| ex e Hs(Tsrtf,o)dsdt 
=-/ i e+*s(T,f,o)dsdt 


=/ es(T,f,0)ds /: etat 
0 


Co e 一 (和 一 HA)s 1 
-1 e+*s(T,f, pe 
0 A) 


入 5 一 e 一 HA5 
sh eh 


一 一 月 
i < 一 人 t 了 一 = 多 一 Ts 一 d Uy 
AR rl< |/ es 一 了 dt fe | Tf -flds -0 
由 (37.7) 可 知 R、 的 值 域 只 与 入 无关. 实际 上 ， 
Ruf = RAT 二 (和 一 ARoy € A, 
故 RC Ra. 将 和 ,4 互 换 , 则 得 RC Ry, 故 RH、 = Ks. 因此 Ra 可 简写 


为 纹 . 
HK、 显然 为 线性 子 空间 , 由 (37.8) 得 


员 \ = (“一 ”表示 闭 包 )， (37.9) 


(Ra R,)f, ol]. 


即 9X、 为 的 稠密 线性 子 空间 . 
其 次 , 试 证 D(4) = RX. 先 设 /Fe K. 因 f= Rsg,g€ B, 故 


oo 
Tsf = TsRag =} eMT,+sgdt 
0 


Do 3 
= ~ | e“^tTigdt 一 ~ | eMtT,gdt, 
0 0 


Tf — 六 一 1 Ls 
lk = 一 一 Re-ex | extTigdt 一 Af 一 9 
0 


故 若 上 C R(f = Rg), 则 f € D(A4), 且 
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Af = 和 》f 一 9. 
注意 : 和 一 4 是 一 一 对 应 的 , 为 证 明 这 一 点 , 只 需 由 (和 一 4)f =0 能 
导出 f=0 即 可 . 由 (和 一 4)f =0 得 hy = 和 f, 故 
Tf = f+Msf +o(s)= (1 十 Xs) + o(s), 
| fz TF l= (1 + Ms) || f || +o(s), 
0> Xs| jl+os)， 故 | f+o(1)<0. 
由 此 即 得 | FI<o0, 故 | 上 fl= 0. 
现在 反 过 来 证 明 , 如 果 fe D(A), 则 fe R. 于 是 就 得 证 D(A4) = %. 
由 于 fe D(4), 故 4f 存在 , 设 g= 和 f 一 Af, 又 设 fo = Rg. 由 上 半 证 明 
之 末 所 述 有 
Afo = 和 Afo — 9, 
故 
(A—A)fo=g= (A). 
和 一 4 为 一 对 一 的 , 故 
f=f0o= RsgeER. 
总 结 上 述 诸 结果 , 可 知 9(4) = RM, 且 如 果 f € D(A)( 因 之 f = Rg)， 


则 
Af =MAf —g. (37.10) 
入 一 4 为 一 对 一 的 , 因此 
(和 一 4)-! = RM, 因而 RY! = 入 -4 (37.11) 
而 且 
D(A) =R=E. 


车 fe 人 D(A4), 则 fe D(A), 且 下 面 的 生成 方程 (evolution equation) 


成 立 : 
HAT (= TA) (37.12) 


因为 , 如 fe D(4), 则 f = Rg, 故 
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Tf = TRg = RATg € D(A), 
dnf ,. Ts—I 
dt dl0 5 Tf 
= 47 = ATi RAg 
= AR\Tg = 入 RATt9 — Tg 
= Ti(ARsg —9)= TARg = TAf. 
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上 节 中 设 半 群 已 知 而 叙述 了 其 生成 算 子 的 性 质 , 以 及 它 与 半 群 的 关 
系 . 设 4 为 生成 算 子 , 则 显然 有 

(A.1) 4 为 线性 算 子 , 且 D(A4) = 五. 

(A.2) (和 一 4)-! 定义 于 整个 EE 上 ,是 


10-AI< 3 0>0) 


本 节 的 目的 正 与 此 相反 , 即 要 证 明 , 满足 上 述 两 条 件 的 4 是 某 唯一 半 群 的 
生成 算 子 . 
首先 , 试 由 上 列 条件 证 明 : 


车 = 和 A 一 4A)!， 则 JF- 一 0(X 一 00)， (38.1) 
如 fe D9(4), 则 

Df -f=(A- A (A- A) A 

=(A—A) Of- (XA)f)= (A)-147, 
[nf -fH<|AFI/A D0 和 A 一 oo). 
对 一 般 的 fe E, 有 
f=gt+h, geD(A) lhl<e. 

由 上 述 知 hg 一 g > 0. 


[hf-fl<sl ng-gl+l Drill+lal 
<|l hg -gl +21hl<l ng — 9 | +2e 一 2e. 
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故 对 一 般 的 f 也 有 | 有 7 一 了 | 一 0. 

由 上 节 , 如 4 有 界 , 则 T; = et4 是 以 4 为 生成 算 子 的 半 群 . 但 一 般 说 
来 , 因 4 不 是 有 界 的 , 故 不 能 简单 地 得 出 这 样 的 结论 . 现在 先 用 4 = A 
来 代替 4. 如 上 所 述 , 1、 可 看 成 恒 等 算 子 7 的 近似 算 子 , 故 4、, 亦 可 看 
成 4 的 近似 算 子 , 且 由 

A =4. 和 .入 -4)-1=(A-( 和 -4))AA- A) 
MO 二 TEA - 力 
可 知 4 有 界 . 今 设 
TN ~ et4>， (38.2) 


这 就 是 所 求 的 T 的 近似 半 群 ， 试 证 TA 为 半 群 . 显然 TO 一 TI . 
TO =TOA. 7 1< 1 的 证 明 如 下 : 


| - | =|| et4> l= e227) =| etxetxm | 
et | et 和 ZX | e 一 维 人 | tm | et Ds OO 
其 次 , 令 
T= lm TN (38.3) 
来 求全 ,为 此 , 有 必要 证 明 其 收敛 性 . 
首先 注意 
(A—A-ip— A)-1=(p— A)-1A- 4 (38.4) 
为 此 , 只 需 证 


QO- A AW- A A = 


4-A=(p—-NI+t(A—A), A-A4A=O-pI+(p— A.), 


再 注意 (和 一 4)-! 和 (1 - 4)-: 的 值 域 分 别 落 入 入 - 4 和 一 4 的 定义 
域内 , 故 只 要 作 些 形式 的 计算 即 得 证 . 由 (38.4) 直接 可 得 


Db=LD, 即 4A4 = A,As. (38.5) 
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(回忆 4、 = XA 一 了 .) 由 此 可 知 TOA,TL 能 与 4、, Ay 中 任 一 个 互相 交 
换 . 又 由 TN = et4、 得 


dR ee diy (p) 

AT = A 
故 车 设 f= Tf 一 TY, 则 得 

d 

党 = 4IT 人 40T = 人. 天 十 9 (38.6) 
其 中 

gt = (A — A)TIOF = TO (A — 4,f). (38.7) 


用 解 普通 微分 方程 同样 的 方法 解 (38.6), 得 


t t 
ft | elt™s)Asg ds+ i = | elt™s)Arg,ds 
0 0 
t 
S [ TO gds. 


t 

故 | As / | To Jl ds < . 1 9 上 ds <|| 4sf - Af 不. 因此 , 车 
f ED(A4), 则 Af -Apf = (Af = 0(N,p 一 00). 故 当 和,p 一 o0 
时 , 对 有 界 区 间 内 的 t, f= TANf 一 TOF 一 致 地 趋 于 0( 广 义 的 一 致 收敛 ). 

至 于 对 任意 的 f, 则 取 与 f 接近 的 ye D(A4), 并 注意 

TTAF- TOF NS 2-9 + TN Tg 

可 见 TANf 对 于 t 仍 为 广义 的 一 致 收敛 . 设 其 极限 为 Tf, 易 证 丈 为 五 
上 的 半 群 . 今 证 ZT 的 生成 算 子 了 与 原来 的 4 相等 

对 于 fe D(4), 有 


3 t 
TOf -f= 站 T( 4Ajds = / TW JI Afds. 
0 0 
由 于 
| TWDAF -TA SITODAF -TOAF I +HTAF — TO AF 
<| Af —Afl+lTAf -THAF = 0 
(在 0< s<t 内 为 一 致 收敛 )， 
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nj -7= | TAfds 
0 
由 此 得 a 
2 一 4j 即 f € D(A, AF = 41f 


这 表示 4 2 4. 由 上 节 所 述 , (和 - 4)-! 存在 , 又 由 关于 4 的 假定 , 可 知 
(A 一 4)-! 也 存在 , 故 由 A 4 可 得 (A-4)-12 (和 -4A)-1. 又 因 ( 和 -A4)-! 
为 定义 在 整个 上 的 算 子 , 故 (一 他-!1=( 和 一 4)-!, 故 得 A4=A. 

以 4 为 生成 算 子 的 半 群 的 存在 性 已 经 证 明 , 为 证 其 唯一 性 , 只 要 证 
明 , 若 存 在 另 一 如 此 的 半 群 5,, 则 T = Si. 由 于 D(A4) 在 五 内 稠密 , 也 ,5$: 
有 界 , 故 只 要 对 fe 9(4), 证 明 Tf = Sef 即 可 . 

(sj TN) = AS:f -AT 
= A\(S:f — Tf) + S(T — I)Af. 


与 解 (38.6) 同样 解 上 式 得 


Sf — TNf = ， TW) Su(T- D)Afdu. 


| Sf — TOF SE TD)AF N20 A— 0%, 
由 此 得 
Sf =Tf. 


注意 ”由 上 述 证 明 , 可 见 条 件 (A.2) 对 所 有 的 入 > 0 成 立 并 非 必要 . 
如 对 入 = 和 一 oo, 能 使 (A.2) 满足 , 则 以 4 作为 生成 算 子 的 半 群 到 唯 
一 存在 . 
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设 P(t,zx,E) 为 835 中 所 引入 的 转移 概率 . 如 836 所 述 , 此 转移 概率 
对 应 于 C 上 的 半 群 T(t > 0). Ti(t > 0) 的 生成 算 子 4 称 为 转移 概率 
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P(t,z, 忆 ) 的 生成 算 子 . 若 fe 3(4), 则 


| FP sd) -109) 
Af(z) = lim 过 一 . 


39.1 
tl0 t 人 ) 


下 列 三 条 件 是 等 价 的 . 

(i) f € D(A), 

(ii) pi(z )= 并 /yo (vy)P(t, x, dy) 一 f(z)| 当 t 一 0 时 , 关于 z 一 臻 
收敛 ， 

(ii) pe(z) 在 上 一 0 时 , 对 每 一 z 都 收敛, 且 其 极限 关于 z 连续 . 

(i) 一 全 , (i) 一 ( 首 ) 显然 . 因 yp(z) 是 z 的 连续 函数 , 若 (ii) 成 立 , 则 
导出 (i). 把 使 ( 阁 ) 成 立 的 f 全 体 记 为 写 , 对 fe 信 , 定义 

Af(z) = lim pr(7). 

显然 Af eE C. 如 feD(4), 则 fe 人 D, 且 4f = Af. 故 Ac A. 注意 
和 一 为 一 一 对 应 的 , 为 证 此 , 先 注意 车 f(z) 在 z = zo 处 取 最 小 值 , 则 


Af(z0) = lim pe(z0) > 0. 


为 了 证 明 和 一 4 为 一 一 对 应 的 , 只 要 证 明 
(A— A)u=0—u=0. 

u 为 连续 函数 , 故 有 最 小 值 w(zo). 

V(Zo) = TAu(z0) > 0, 故 恒 有 u(x) > 0. 
同样 因 (和 一 他 (-u) =0, 故 一 wu(z) > 0, 于 是 w(z) 三 0 

由 4CcA 得 和 ~4C 和 -4 因 和 -A 有 逆 算 子 (和 一 4)-!(= Rs), 并 

由 上 述 知 (和 一 加 -1 也 存在 , 故 R、 = (和 一 4)-!cC (和 -他 -1. 因 R、 的 定 
义 域 为 全 空间 C, 故 得 

A- 全 -1=R,=( 和 -4)-!， 即 4=4h. 
故 分 = 人 D(4), 因此 (过 ) 一 (i. 
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上 节 中 已 证 明 Banach 空间 的 算 子 4 产生 半 群 的 充 要 条 件 为 (A.1) 
及 (A.2). 下 面 将 求 特别 是 4 为 转移 概率 P(t, x, EE) 的 生成 算 子 的 条 件 . 

定理 1 4 为 转移 概率 的 生成 算 子 的 充 要 条 件 是 : 

(a.1) 4 是 C 上 的 线性 算 子 , 且 D(A4) = C， 

(a.2) A.1=0, 

(a.3) 若 veC 在 z= zo 处 取 最 小 值 , 则 4u(zo) > 0， 

(a.4) 对 于 入 > 0,( 和 一 4j =v 对 一 切 v eC 必 有 解 v. 

证 明 ”必要 性 易 由 定义 及 半 群 的 一 般 理论 推出 , 今 只 证 其 充分 性 . 先 
证 (入 - 4)-! 是 定义 在 全 C 上 的 . 由 (a.4) 可 知 , 只 需 证 明 入 - 4 为 一 一 
对 应 , 即 由 Xu = Aw 能 得 w = 0 即 可 . 因 w(z) 为 连续 函数 , 故 取 最 小 值 
u(xo)) 

oe FAu(z0) >0 (由 (a.3)). 

故 恒 有 w(x) > 0. 又 因 和 (一 w) = A(t?, 利用 同样 的 论证 得 -u(x) > 0, 故 
u(r) 三 0. 

其 次 证 | (和 一 4)-! < 基 . 设 w= (和 一 4)-1v, 令 wu(z) 之 最 小 值 为 
u(z0), 则 

v(x0) = (A— A)u(zx0) = Xu(zo) — 4u(zo) & M(x0). 


1 1 
uz) > ulz0) > xv(z0) > = lvl. 


由 此 即 得 
1 
lulls sx Hol. 
于 是 上 节 的 (A.1)、(A.2) 均 已 满足 , 故 4 为 C 上 某 半 群 T(t > 0) 的 生 
成 算 子 . 
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试 证 到 > 0, 亦 即 如 w > 0( 即 对 一 切 z,w(z) > 0), 则 Tew > 0. 为 此 
先 证 (和 一 4)-1 > 0, 也 就 是 说 , 设 (和 一 Aju=wv, 而 v>0, 则 ww>0. 令 
u(z) 的 最 小 值 为 u(zo), 则 Au(zo) > 0, 故 


M(x0) = 4u(zo) 十 v(zo) > 0， 


亦 即 


>0. 
故 得 1、 = 和 (和 一 4)-!1 > 0. 由 此 得 


tI) 
TN 三 : etA、 = et 和 (LD) 二 e 一 tetT 二 ei > ( 人 > 0, 


有 


故 


T= lim Ti 
其 次 , 试 证 Tl1 = 1. 因 (和 一 4)# = 1( 参 看 (a.2)), 故 


1 Oo 
= A) = e-XT; . 1dt, 
入 0 


故 得 Til = 1. 
Tf(z) 对 每 一 t,z 而 言 皆 为 f 的 线性 泛 函数 , 而 且 
车 fz0, 则 f(z) > 0， 
Til(z) = 1, 
故 由 Riesz 定理 , 可 知 存在 概率 分 布 P(t,z,E), 使 


Tf(z) = 站 f(y)P(t, 2,dy). 


P(t,z, 马 ) 满足 转移 概率 诸 条 件 , 可 由 T(t > 0) 是 半 群 而 容易 导出 . 
注意 ”与 上 节 (A.2) 同样 , (a.4) 也 只 需 对 入 = An 一 oo 成 立即 可 . 
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例 1 上 面 已 看 到 , R 为 有 限 集 时 , 转移 概率 对 应 于 一 个 矩阵 的 半 群 
. 这 时 C 为 向 量 空间 , 其 维 数 等 于 R 中 元 素 的 个 数 . 若 将 其 中 向 量 写 
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成 列 向 量 , 则 Tf 等 于 Pf, 因此 和 矩阵 的 半 群 P(t > 0) 可 以 看 成 伴随 转 
移 概率 的 半 群 . 故 生成 算 子 4 亦 可 看 成 矩阵 , 且 


Ts fe D(A). 


t 
此 时 由 D(A) = C 可 得 D(4) = C( 因 C 为 有 限 维 ), 故 上 式 对 任意 f 均 
成 立 , 且 


Af = lim 


i 
= lim 
t10 t 
Ti > 0( 此 表示 Ti 的 诸 元 素 均 > 0), 故 若 令 4 = (ai;;), 则 
aij >0 (i#)). (40.1) 
又 因 Tl1 = 1(1 为 所 有 元 素 均 为 1 的 向 量 ), 故 41 = 0, 因此 
>》 0 一 0 (40.2) 


此 二 条 件 为 必要 , 但 亦 为 充分 . 为 此 , 试验 证 上 节 的 (a.1)~(a.4) 成 立 .(a.1)， 
(a.2) 是 显然 的 . 设 向 量 w 的 元 素 中 最 小 者 为 wio. 
(Aw)i = 》 aijti = aiototio + 2 oto 
ji j#io 
之 QioioUio 十 > Qioj Uio (由 (40.1)) 
天 io 

三 '0. (由 (40.2)) 

此 即 表 示 (a.3) 成 立 . 现 证 明 对 充分 大 的 入， 
(入 一 4) 坟 = 了 7 (40.3) 

有 解 . 形式 地 得 


u= (和 — A)-'vw -人 一 4)， 一 入 -1 + () 十 (多 + 


为 使 上 式 收 敛 , 只 要 令 和 >|| 4 | . 事实 上 , 对 此 种 和 可 知 上 式 右边 确定 而 
且 给 出 (40.3) 的 解 . 

例 2 试 求 835 例 2 中 的 转移 概率 的 生成 算 子 . 为 此 要 利用 837 中 
的 4 
D(A)=R, AR\f = 和 AR -I. 
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以 后 用 z,y,… 表 有 限 数 ， 
Tf(z) = / Ny =)f()ay, Tif(00) = fo00), 


故 
RMflo) = /RMGg 一 zf(o)ay， Rf(o0) = Xeo) 
这 里 
四 二 { ezNrodi= Le-v 下 pl 
RA(z) | e Ni(z)dt DF 2 
故 


f(s)= |/ fer 
由 上 式 可 知 Rf(z) 为 二 次 连续 可 微 , 且 
(RMf)’(z) = 2ARAf(z) — 2f (2), 
故 Jim (RAf)"(7) = 0, 由 此 即 得 
D(4) < 习 = {g/g s C,g"(z) 连续 , lim,g"(z) = 中 ， 
且 对 于 g(= RAPE 多 (4) 可 得 
4g() = Mg(z) — f(z) = 39"(z), Ag(o0) = 0 
今 考虑 使 D(A) 全， 4g(z) 加 $9"(7), 4g(oo) = 0 成 立 的 4. 显然 4 2 4. 
次 证 (入 - 4)-! 的 存在 性 . 为 此 要 由 Xu = Aw 推出 w= 0. Xu = 4u 的 解 
wv 满足 
Xulz) = 3u(2), 


即 


u(r) = aeV2》zr 十 De-V2》z 


u(z) 有 界 , 故 得 a = b= 0, 亦 即 v = 0, 因此 ， 
(X=A)-15 0- A)! = A,, 


故 ~ 
和- 有 = 和- 有 
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亦 即 4= 4 
例 3 考虑 835 中 例 3, 利用 与 上 例 相同 的 论证 , 可 知 DD(4) 的 元 素 
f 可 由 下 列 诸 条 件 来 表达 : 
f EC,f"(z) 连续 (0 < z < co)， 
lim f"(z) 存在 , 有限， lim f"(z) = 0 


lim f'(z) = 0 


Af(s) = 37"(®), Af(O) = 31"(0+), Af(o0) =0. 
例 4 设 R 为 以 mod 1 来 考虑 的 实数 系 , C 为 定义 于 实数 系 上 周 
期 为 1 的 连续 函数 空间 , 以 D9 表 C 中 之 二 次 连续 可 微 函 数 全 体 ， 且 对 
JE 习 , 定义 
Af = 
试 证 4 为 某 转移 概率 之 生成 算 子 , 为 此 必须 验证 上 节 (a.1)~(a.4) 满足 . 
(a.1)~(a.3) 是 显然 的 . 为 证 (a.4), 只 要 解 方程 


MN—u =v 
即 可 , 此 处 v 是 周期 为 1 的 函数 , w 必须 自 这 类 函数 中 求 出 . 
Me ru(z) 一 ezui(z) = exXzu(z)， 
(~e u(r))’ = e—**v(z). 


因 当 z= +oo 时 , e-xzuw(z) 为 0, 故 
eu(z) = 广 e yu(y)dy， 
zu(Z) = 广 e-^(y-z)u(zy)dy. 
解 确 能 满足 上 面 的 方程 , 且 由 


Do CO 
u(Z 十 1 一 | eMy-z-Dy(y)dy = k e-^y-z)uly + 1)dy 
Z 十 1 I 


=u(z) (注意 wv(y 十 1) = wv(y)), 
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故 xz) 有 周期 1. 
由 上 述 得 


有 RAV(Z) = 人 e-^(y-z)u(zy)dy = 人 exXtu(z + t)dt. 
了 0 
故 Tiv(zx) = v(z 十 t), 因此 


P(t, zx, E) = 6(z +t,E). 


显然 zx 二 上 亦 是 mod 1 的 实数 . 

例 5 设 忍 与 上 例 同样 为 mod 1 的 实数 系 , 且 4v = 迪 /2. 因此 4 
亦 满足 (a.1)~(a.4), 故 4 为 某 P(t,z,E) 的 生成 算 子 . 设 D(A4) 为 二 次 连 
续 可 微 函 数 全 体 , P(t,zx, 忆 ) 由 下 式 给 出 : 


P(t,7,E) = Ni(y — Xx)dy, 


(et2n)> 


例 6 RR 与 上 例 中 一 样 . 令 Au = vw， 又 人 so 为 三 次 连续 可 微 
函数 全 体 , 则 此 时 不 对 应 于 转移 概率 , 因为 (a.3) 不 成 立 . 为 证 (a.3) 不 成 
立 只 需 找 出 三 次 连续 可 微 而 周期 为 1 的 函数 ww 它 在 零点 取 最 小 值 , 而 
且 ww%(0) < 0. 这 只 要 取 周 期 为 1 的 函数 v(z), 使 w(z) > 0, 并 在 zx=0 处 
的 展开 为 


u(zZ) 一 az2 十 bz+ (ao>0b<0) 
即 可 . 例如 , 下 面 的 函数 就 是 此 类 函数 : 


u(z) = 2(sin 2rz)2 — (sin 2rz). 


$41 Markoff 过 程 (1) Markoff 性 


设 P(t,z,E) 是 R 上 的 转移 概率 . R 及 P 应 满足 835 中 的 条 件 . 转 
移 概 率 P(t,z, E) 的 直观 意义 是 : 最 初 处 于 状态 z 经 过 时 间 t 后 转 入 EE 
中 的 状态 的 概率 . 亦 即 , 它 给 出 了 运动 体系 随时 间 变 化 的 概率 法 则 . 今 以 
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z(t) 表 此 体系 在 时 刻 t 所 处 的 状态 . z(t) 显然 是 随机 过 程 , 从 测度 论 的 观 

点 看 来 , 应 该 写成 z(t,w),w € 1(B, 了 PP). 车 设 在 t= 0 时 的 概率 分 布 , 即 初 

始 状 态 z(0,w) 的 概率 分 布 为 $, 则 z(t,w) 的 有 限 维 联合 分 布 显然 为 
P(x(0,w) € Eo, z(t1,w) € Bi, z(t2,w) € Ez,: ,T(tn,w) € En) 


-人 se) Pte) 人 P(t2 —t1,é2, dé3).…: 
/ Be (41.1) 


这 样 的 随机 过 程 z(t,w) 是 否 存 在 ? 设 8 = RP,%),w = 和 Ae 三 wb 
则 问题 化 为 能 否 在 2 上 引进 概率 P, 使 (41.1) 成 立 . 这 个 可 能 性 与 实数 
情形 (Kolmogorof 定理 ) 一 样 可 以 证 明 . 因为 这 样 的 z(t,w) 本 质 上 只 有 
一 个 , 故 称 它 为 具有 转移 概率 P(t, zx, EE) 及 初始 概率 5 的 随机 过 程 . 这 类 
过 程 最 初 由 Markoff 所 研究 , 故 也 称 为 Markoff 过 程 (Markoff process). 
z(t,w) 的 概率 法 则 (有 限 维 分 布 ) 虽 与 初始 概率 $ 有 关 , 但 只 要 讨论 5 
为 5 分 布 5(a, EE) 的 情形 , 则 一 般 情形 可 由 5(da) 积分 而 得 . 5(a, EE) 的 情 
形 就 是 z(0,w) = a, 亦 即 从 状态 a 出 发 的 情形 . 这 样 的 Markoff 过 程 记 为 
Zz(9)(t,w). 本 来 w 也 应 写成 we), 但 从 前 后 关系 看 来 容易 明白 , 故 省 略 . 以 
后 称 Markof 过 程 族 z(%)(t,w),a e RR, 为 对 应 于 _P(t z, 五 ) 的 Markoff 过 
程 . 概率 论 的 目的 是 研究 z(e)(t, w), 迄今 有 关 转 移 概率 及 其 半 群 的 叙述 是 
为 此 目的 所 作 的 准备 . 
Markoff 过 程 z(%)(t,w) 的 概率 性 质 中 , 特别 显著 的 是 Markoff 性 . 
(i) 车 以 Bi( 必 要 时 亦 写 为 如 (2)) 表示 包含 如 下 形状 
{w/z (s,w) € E},s<t,EeBae 
的 w 集 的 最 小 Borel 体 , 则 以 概率 为 1 地 有 
P(xH (t+u,w) EE/B:)= P(z0) (wu) € E),_zce) (tw) 
= P(vu, z(t,w), E). (41.2) 

直观 地 说 , 若 在 t 时 的 状态 确定 , 则 以 后 运动 的 状态 与 t 以 前 的 无 关 , 好 
像 从 t 时 的 状态 出 发 一 样 , 这 种 性 质 称 为 Markof 性 . 要 证 明 上 面 的 关系 
式 , 只 需 证 明 , 若 M es Bi, 则 

P ({w/z (t+ uw) € E}N M) = E{P(u, z(t,w), E); M}. (41.2') 
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当 M 为 形 如 
{w/z H(t1,w) € Ei,:::, z(t,w) EE},0<ti<to<...<t <t 
的 集 时 ， 由 (41.1) 立 得 (41.2'). 由 于 (41.2') 两 边 对 M 是 可 加 的 , 故 易 证 
对 所 有 的 M e 万 , 均 成 立 . 
(让 上 述 Markoff 性 可 稍 推广 如 下 : 如 0 < ww < wz <… < wm, 则 对 
M e Bi 以 概率 为 1 地 有 
Pfztott +W1) E Ei, zr(o(t 十 WU2) € E2,::: , To) (t + Um) € Em/B:} 
=P{zxt) (wi) € Ei, zt) (wu2) € Eo,-:., rl) (vm) E Em}o=z((t): (41.3) 
这 式 可 用 与 (i) 同样 的 方法 证 明 . 
( 阁 ) 再 推广 (ii)， 为 此 , 引进 若干 记号 . RI0,%) 的 意义 如 前 所 述 . ee 
Rl0,%) 可 以 写成 IL: & 的 形状 , 而 & 称 为 & 的 t 坐标 , 并 以 ps(&) 来 表 
0< 
示 . B(RI0.%)) 表示 包含 RI0,%) 中 形 如 P-!1(E)(E e Ba) 的 子 集 的 最 小 
Borel 体 . 今 设 zta)(,w) 表示 在 [JJ zto(ww), 即 在 RI0,%) 中 取 值 的 随机 
变量 , 且 其 第 v 坐标 等 于 z(9)(t,w). 又 设 z(olt 十 .,w) 表示 同样 的 随机 变 
量 , 其 第 v 坐标 等 于 z(oe)(t 十 ww). 
于 是 , 对 于 Se B(RI0,%)), 以 概率 为 1 的 有 
P{z(®(t 十 ®) E S/B:} 一 Pfzt(.) e E Sz (0): (41. 4) 
车 S 为 形 如 Pi!l(E1) Pi!(E2) 阁 …n P71i(Em) 的 集 , 则 上 式 即 为 (这 
中 的 (41.3). 一 般 情况 可 利用 两 边 对 = 的 可 加 性 证 明之 . 
对 应 于 上 述 诸 性 质 , 可 得 关于 条 件 期 望 的 下 述 性 质 . 
(iv) 如 了 为 有 界 (BR) 可 测 函数 , 则 
BE{f(z (t+ u))/Be} = 巨 {J(zo(u))}jo=st (41.5) 
若 f 是 可 测 集 的 示 性 函数 , 则 上 式 由 (i) 而 显然 成 立 . 对 一 般 的 f, 可 利 
用 上 式 两 边 对 f 的 可 加 性 来 证 明 . 
(Vv) 如 f 是 R(Br) 上 的 nn 元 有 界 (Ba) 可 测 函数 , 则 
E{f(z(®) (t 年 wl), Z(o) (t + 42)， A ,T°) (t 市 Un))/ Bi} 
=E{f(z®) (wu1), zolua) ,700) (wun)) ez (0. (41.6) 
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(vi) 如 了 是 RP.%)(B(RI0.%)) 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 


E{f(z‘®(t + "'))/B:} = E{f(z0)(°))} ss): (41.7) 
与 由 (i) 导出 (iv) 的 方法 一 样 , (v) 及 (vi) 可 分 别 由 (ii) 及 (ii) 导出 . 
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在 $13 中 , 已 叙述 过 取 实 数值 的 随机 过 程 的 可 分 性 .但 因 现在 所 考 
虑 的 随机 过 程 取 值 于 具 第 二 可 数 性 的 紧 致 空间 RR, 故 有 必要 重新 定义 可 
分 性 . 

定义 ”在 R 内 取 值 的 随机 过 程 z(t es T) 称 为 可 分 的 , 如 果 对 于 RR 
上 任意 的 实 连续 函数 f, f(z。) 是 可 分 的 . 

设 {及 } 为 R 上 一 族 实 连续 函数 , 若 任意 的 连续 函数 能 被 {f} 中 有 
限 个 函数 的 线性 组 合 来 一 致 逼近 时 , 则 {f} 称 为 R 上 的 实 连续 函数 的 基 
(base). 由 于 R 是 具 第 二 可 数 性 的 紧 致 空间 , 故 知 可 数 基 存 在 . 

上 述 定 义 中 , 要 求 对 所 有 的 实 连续 函数 , f(zi) 为 可 分 , 但 实际 上 只 要 
求 对 于 基 中 的 函数 就 够 了 . 

利用 取 实 数值 的 随机 过 程 的 可 分 修正 (separable modification) 的 存 
在 , 可 以 证 明 取 值 于 R 的 随机 过 程 也 有 可 分 修正 ， 故 不 妨 假定 上 节 中 定 
义 的 Markof 过 程 是 可 分 的 . 

定理 1 对 可 分 Markof 过 程 z(%)(t) 的 样本 过 程 , “对 于 所 有 的 t, 两 
侧 极限 存在 ”的 概率 为 1. 且 对 每 个 t， 

P(rz(t +0)= z(t))=1. : (42.1) 


证 明 对 fe C,f >0, 考虑 
Y(t) =e- Rf (z(t)). 
Y(t)=e-* 人 esT, f(z()(t))ds 
0 
= of e—*sE(f(z(®)(s)))szo (1)ds 


=e- 人 esE{f(z(®)(t + s))/Bi}ds 
0 
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/ © esp{f(z(°)(s))/ Be}ds, 
E{Y(t +)/B:} = fe: e-%E{E{f(z()(s))/ Btw}/Be}ds 


=- /swBUGwGJ/Bgds (. Br B)) 


t+u 
< f expt (8)/Beds =Y() 

t 

因此 , Y(t) 对 Bi(t > 0) 是 半 拷 (834). 又 
E{Y(t)} =e ~E{RAf(z(®(t)} = e-* J Raf(z)P(t, a, dz) 
R 
一 eMT, Rf (a). 

由 于 z(t) 可 分 , 故 RMAF(z()()) 可 分 , 因此 Y(t) 可 分 , 故 利 用 $34 定理 


1 得 
P(A(Y)) =1, 


这 里 
风 (Y) = “对 一 切 t,Y(t 一 0) 和 Y(t ++0) 存在 ”. 
因此 
P{&LRAF(zte()))} = 1. 
由 于 和 RAf(z) 当 入 一 co 时 一 致 收敛 于 f(z), 故 
P{a(f(2°(°))} =1. (42.2) 
设 fn(n = 1,2,…) 为 C 内 非 负 函 数列 , 且 分 享 R 中 不 同 的 两 点 , 则 


映射 
R37z— f(z)= (f(z),f2(7),.…:) e [lio fl]=K 


是 连续 一 对 一 的 . 此 处 设 K 中 的 拓扑 为 弱 拓 扑 . 由 于 RR 是 紧 致 的 Haus- 
dorf 空间 , 故 逆 映 射 也 连续 , 这 个 对 应 为 同 胚 . 因 各 个 f, 都 满足 (42.2)， 
又 可 数 多 个 概率 为 1 的 集 的 交 的 概率 也 是 1, 故 


P(A(fn(z2°(°),n =1,2,.) =1. 
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由 KK 的 弱 拓 扑 的 定义 , 有 
P(A(f(2°(°)) =1. 
因为 z > f(z) 是 拓扑 对 应 , 故 
P(A(z(®)(°))) = 1. 

定理 的 前 半 部 分 得 到 证 明 . 

于 是 ,对 f,ge C, 由 (41.5) 得 

E{f(z™(t))g(z (t+ wu))} = E{f(z™(t))Tug(z( ®t)))}. 
如 果 令 wu | 0, 则 有 
E{f(z®(t))g(z (t+ 0)} = E{f(z ®t))g(z (8)))}. 
因此 , 对 于 R x R 上 的 任意 连续 函数 h, 有 
E{h(z(®)(t), zo (t+ 0))} = E{h(z(®)(t), 2(°)(t))}, 


特别 地 , 如 果 令 h 为 RR 上 的 有 界 距离 函数 , 则 可 得 (42.1). 
对 于 可 分 Markoff 过 程 z(%)(t), 若 定义 


F(t) = z(t + 0), 


则 由 上 述 定理 知 , 5e)(t) 的 样本 过 程 至 多 只 有 第 一 类 不 连续 点 , 而 且 2(%)(!) 
在 弱 的 意义 下 (813) 与 z(%)(t) 一 致 . ftt+0) 和 f(t 一 0) 存在 , 而 f(t+0) = 
f(t) 关 f(t 一 0) 时 ,上 称 为 f 的 第 一 类 不 连续 点 . 因此, 不妨 假定 Markoff 
过 程 的 样本 过 程 至 多 只 有 第 一 类 不 连续 点 , 以 后 总 设 这 假定 成 立 . 又 样本 
过 程 以 概率 1 连续 时 , 则 称 为 扩散 过 程 (diffusion process). 
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在 841 中 , 已 就 Markof 性 作 了 说 明 , 即 车 已 知 在 某 时 刻 t 的 状态 , 则 
将 来 变动 的 概率 法 则 与 过 去 无 关 , 而 好 像 从 t 时 所 处 的 状态 出 发 一 样 . 这 
里 上 虽然 是 任意 的 , 但 它 却 是 一 个 常数 , 下 面 将 考虑 t 是 随机 变量 的 情形 ， 
并 研究 同样 的 性 质 能 和 否 成 立 . 对 于 任意 的 随机 变量 t 虽 不 成 立 , 但 可 以 证 
明 , 对 于 所 谓 Markof 时 间 的 特殊 的 随机 变量 r(w) 是 成 立 的 . 
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Pb DE 


定义 1 称 +=7(w) 为 z 中 (tw)(0<t<o0) 的 Markof 时 间 
(Markoff time), 如 果 7 是 取 值 于 [0, co] 中 的 随机 变量 , 而 且 对 于 任意 的 
t > 0， 

{wy/ro(w) <t} € Bi(BT BI). 
允许 r = co, 特别 地 , 如 果 P(r < co) = 1, 则 称 它 为 有限 Markoff 时 间 . 

前 面 对 任意 常数 t, 定义 了 Bi. 现在 推广 到 Markoff 时 间 7， 而 有 下 
面 的 定义 . 

定义 2 车 7 是 z(t) 的 Markof 时 间 , 则 以 Br(= BL) 表示 包 
含 所 有 形 如 Es nn {w/T > oaj,(a > 0, Ea € Bo) 的 w 集 的 最 小 Borel 体 ， 
并 称 为 “由 ztoft)(tt < r) 决定 的 Borel 体 ”. 

(i) 强 Markof 性 的 最 简单 的 情形 如 下 . 

设 7 为 zloft 的 有 限 Markof 时 间 , 则 

P(r (t+7) € E/B7)= P(z@ (人 € 五 jj=z(r) 
= P(t, zto) (7), E), 
对 有 限 (BR) 可 测 函 数 f(z), 有 
E{f(z (t+7))/Br} = Bf(zto()jp=ze(r)， 

只 需 对 f 为 连续 函数 的 情形 证 明 上 式 . 此 时 , 右边 化 为 Tf (rz (7)). 
为 了 证 明 这 一 点 , 只 要 证 对 于 M € Br， 

E{f(z (r+)); M} = E{Tuf (2 (7)); M}. (43.1) 
即 可 . 由 于 两 边 对 M 可 加 , 故 又 只 需 在 M = EaNn {w/a 7< 8} 时 证 明 
上 式 即 可 . 令 

ani 一 CQ 十 =(p 一 Q)， T(™ = ani( 在 Qni_l ST < Qni 时 ). 
显然 rm) | r, 因而 , 由 于 z(%(t) 的 右 连续 性 ( 见 上 节 ) 得 
rz (T+u) = im Zz) (TY + wu). 
4= E{f(z()(r™) +u)); EaN{a gs 7 <H}} 
i DE{f(z (an +u));EaN{ani-1<T< Qani}}, 


4 
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由 于 Qa < Qn,i—l < Qn,is 故 Ea, {w/T < Qni-1}, {2/T < Qni} 都 属于 
Ba,,, PU EaN {Qani-1 &T < ani} 也 属于 B。,,. 因此 


A= 和 Bf{Bfj(aa (ani 十 轨 )/Bo i}; EaN {ani-t & T < ani}}, 


4=1 


利用 Markoff 性 


= 3 E{T, f(z (oni)); EaN {ani_1 <T < oni}} 
==1 


= E{Tuf(z (7™))); EaN (a < 7 <P)}. 
因为 f(x) 与 f(x) 都 连续 , 故 令 n 一 co 即 得 (43.1). 
(i 推广 上 面 的 结果 得 
P{z( (r+u) € Bi,:*, 2 (T+ un) € En/Br} 
=P{z0)(wm) € Bi,::, 7 (un) € En}oeca(r) 
更 一 般 地 , 对 Se B(RI0,%)), 
P{zO(r +)€ 5/Br} = P{z®)(:) € 2}or) 7). 
至 于 期 望 , 则 对 RI0,%) 上 的 有 界 (B(RI0,%))) 可 测 函 数 f, 有 
BE{f(z r+")/Br} = E{f(z0()) oa) 


只 需 证 明 后 式 . 若 注 意 两 边 对 于 f 是 可 加 的 , 则 只 要 对 f 是 一 坐标 上 的 
连续 函数 的 有 限 积 的 情况 证 明 就 够 了 . 这 里 只 设 f 是 两 个 函数 的 积 , 一 般 
情形 , 可 用 同样 方法 证 明 . 

要 证 的 是 : 对 于 R 上 的 连续 函数 及 ,f2 及 0 < ul < uw, 有 


E{fi(z(™ (7 +u)) f(z (r+ u2))/ Br} 
=E{fi(z®) (w)) fa(z®) (2)) oz 0r)- 
证 明 方 法 同 (i), 但 这 时 要 注意 的 是 
g1(7) = Tus—u fa(z), g2(7) = fi(z)g1(z), ga(z) = Tu,g2(7) 
都 是 连续 函数 , 且 若 s1 < sz, 则 Bs。, Cc B。,, 因此 
E(E(:/Bs,)/Bs) = E(*/Bs,). 
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Gii) 利用 强 Markof 性 , 可 得 到 下 述 常用 的 性 质 . 设 7 = r(e)(w) 是 
zl%)(t) 的 有 限 Markoff 时 间 , 令 
P°l(t,a, dy) = P(zto(b € dyr >t), 
Tf(a) = A f(y) P(t, a dy), 
Rf(o)= { ep flo)ab 
0 
pl) (ds,dy) = P(r € ds, 7 (7T) € dy), 
Bo)(A, dy) = | es*p(ds, dy), 
则 
Rf(a)= RYf(a) + | Bf), dy), (43.2) 
t 
Tf (0)=Th f(a) + . / Tsf(yp (ds,dy). (43.3) 
yER J s=0 
设 [0,s) 的 示 性 函数 为 cs(b), 则 


B{f (2 (0));7 > t} = E{f (0 (0))er (0)} 

a a f(y) P(t,a, dy) = TOf (a), 

i zx(0) 二 to) 
权 J jd] B{ [ eX f(z(o)(¢)) (Wat) 
| esp{f(z ot))er (Ddt 
=/ ~ eM70f(a)dt = RA f(a). 

0 
Bf) = esE{f(z Odt 


0 


= | [ ex f(z(® (Oat 


{ | en f(at} 


+ | | et fewg)d| 


T 
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第 1 项 = Rf 
第 2 项 = p{e . ez(o(7 +t)at\ 


(a). 
E se 站 ex zo(r +t)at/B}) 
入 


-sf 
= ee [ S etE{f(z (r+ /Beat 
= Be 人 emf) 
= E{e *" Rf(z.°)(7))} 

二 大 克 / Rf (yp (dt, dg) 


=- Rj(y)Bo)(N dy)， 


故 (43.2) 得 证 . 若 取 (43.3) 右边 (关于 t) 的 Laplace 变换 , 则 得 (43.2) 
的 右边 , 因而 等 于 Rf(a). 由 于 RAf(a) 等 于 f(a) 的 Laplace 变换 , 故 
(43.3) 得 证 . 


$44 ”Markoff 时 间 


列举 Markof 时 间 的 性 质 以 及 例子 如 下 . 
(iD 车 ,72 是 Markof 时 间 , 则 max(m,m), min(71,72) 也 是 Markoff 
时 间 . 因为 
{w/max(n1,72) <t}= {wv/n < Nt{w/r < tt}, 
{w/min(ni,72) <t} = {vw/n <t}N{w/r <t}. 
. 车 no <<-… 都 是 Markoff 时 间 , 则 r = lim7 也 是 Markoff 


时 间 . 因为 
{w/T <t} = UN{em <t— :}. 


(过 ) 车 元 > 72 >… 都 是 Markoff 时 间 , 则 7 = lim mm 也 是 Markoff 
时 间 . 因为 
{w/T< 相 = (J{w/r <t}. 
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-个 工人 一 


(iv) r(w) 三 上 是 Markoff 时 间 . 
(v) Dynkin 引 理 若 7 是 有 限 Markoff 时 间 , 则 


1/0)=-E | “AF(s OO) + Ef(z (7), f ED(A). 
0 
证 明 令 人 内 = 和 Xf -4f, 则 f= RMha. 


fla) = RAha(a) = 下 eMTh\ (a)dt 


= | | eMh\ (ze®) hat} 
[sf -me 


因为 当 入 一 0 时 , h、 一 一 4f, 所 以 
4 一 一 书 | “六 (zta) (t))dt, 
0 
B\ = Be | ethA (zt) (T+ at) 
0 
= plo” / etE(h\ (rz (r+)) /Bdt) 


0 
_ pr 三 -xj (zr 
a{e™ [era mat) 
= E{e “RAha(z.®)(7))} 
= E{e- f(z)(7))} = E{f(z™(7))}. 


(vi) 令 古 为 R 的 闭 集 . zt 人 的 跑 出 下 的 时 刻 的 下 限 称 为 F 的 最 初 
通过 时 间 (first passage time)， 记 为 rr = rT (w)*z(t) 在 TF 以 前 处 于 
上 ,在 TF 与 TF 十 E 间 一 定 会 自 下 跑 出 . 在 rF 时 zto(t) 是 否 位 于 下 
上 尚 不 知道 . 车 z(t) 在 t= rF 时 连续 , 则 zta)(TF) 处 于 下 的 边界 ( 包 
含 于 FF) 上 , rr 是 Markoff 时 间 . 因为 

{w/TFr <}= (J{w/z™(s,w) ErF°} 
sZt 


= [J{w/z O(n,w) Er} 


r<t 


844 Markoff 时 间 129 


(这 里 > 是 有 理 数 ), 由 于 F* 是 开 集 , 且 rt)(s,w) 右 连 续 , 故 后 一 等 号 显 
然 成 立 . 右边 项 是 属于 Bi 的 集 的 可 数 和 , 故 仍 属于 Bi. 

(vii) 令 也 为 尽 的 开 集 . U 的 最 初 通过 时 间 rr 可 与 re 同样 定义 . 特 
别 地 , 令 zx) 人 为 R 上 的 扩散 过 程 . 

根据 R 的 拓扑 性 质 , 考虑 由 内 部 逼近 U 的 闭 集 列 


玉 C 末 CC 下 C 一 也 
便 得 


TF STF ST. 
故 由 (vi) 与 (让) 可 知 , rr 也 是 Markof 时 间 . 

(viii) 在 上 述 (vi) 中 , 特别 当 F 是 一 点 a 时, 试 考虑 r = To)(w). 此 
为 从 a 出 发 的 z(e)(b) 最 初 离开 a 的 时 间 , 或 者 也 可 叫做 停留 于 a 的 时 间 . 
试 求 7 的 分 布 . 设 

p(t) = P(7 >), 
利用 Markoff 性 可 得 
p(t + s) = p(t)p(s). 
实际 上 ， 
p(t+s)= Plzta(u) =a,0 < ugt+s) 
= P(z(H(u) =a,0<us tr)t+v) =a,0<v < s) 
= E{P(zO(t+v)=a,0<v<s/Be);r (vu) =a,0 < ug 
= BE{P(z®) (v)=a,0<v < S)b=z( (0); T° (u) =a,0<wu<t} 
= E{P(z(®(v) =a,0 <v < s);7r(V(u) =a,0<u gt 
= p(s)* p(t). 
因此 , 除去 p(t) = 0 的 情形 , 常 有 p(t) > 0,p(t) < 1, 在 后 一 情形 , p(t) = 
exX( 入 >0). 当 入 =0 时 , p(t)=1. 当 入 >0 时 , 当 t 由 0 增 至 oo 时 p(t) 
由 1 减 至 0. 当 p(t) =0 时 , 从 a 出 发 , 在 下 一 瞬时 即 自 a 跑 出 . 亦 即 , 无 
论 s 为 如 何 小 的 正 数 , 在 0 < 上 < e 之 间 , 总 会 有 些 时 刻 离开 a. 此 时 a 称 
为 瞬时 状态 (instantaneous state), 或 称 为 瞬时 扣留 点 . 
当 p(t) 三 1 时 , 则 从 a 出发, 永远 不 能 离开 a. 此 时 称 a 为 套 点 (trap). 
当 p(t) = ex( 和 > 0) 时 , r 的 分 布 是 指数 型 (exponential type), 7 称 
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为 指数 型 逗留 时 间 (exponential holding time, exponential waiting time), a 
称 为 指数 型 逗留 点 . 

下 列 四 条 件 相互 等 价 . 

(A) a 是 套 点 ; (B) P(t, x, E) = 6(a, E),t > 0; 

(C) Tif(a) = f(a),t > 0,f € C; (D) Afla) = 0,f € D(A). 
(A) 一 (B) 一 (C) 一 (D) 显然 ， 若 假定 (D), 则 对 于 f € D(4), 因 有 
Tf e D(A4), 故 

TSO =- 4Tijo) =0, 

目 得 f(a)=f(a). 因 习 (4)=C, 故 得 (C). (C) 一 (B) 显然 . 阁 假 定 (B), 则 


P(z(%(t)=a)=1, t>0 


故 P(z(%)(t) = a,t 为 正 有 理 数 )=1. 因为 z(%(t) 右 连续 , 故 P(z(%(t) = 
at > 0) = 1, 这 表示 a 为 套 点 . 

(ix) 扩散 过 程 没 有 指数 型 逗留 点 . 

证 了 明 ”车 a 不 是 套 点 , 则 有 fe 9(4) 使 Af(a) 尖 0. 设 离开 a 的 
最 初时 间 为 +, 则 + 是 有 限 Markoff 时 间 ， 因 扩散 过 程 是 连续 的 , 所 以 
z(o)(T) = a. 故 由 (v) 中 Dynkin 引 理 推出 

f(a) =—Af(a): E(7)+f(a)， 即 E(7)=0, 

因此 P(r = 0) = 1. 这 表示 a 是 瞬时 逗留 点 . 

(x) 车 a 是 M( 闭 或 开 集 ) 的 内 点 , 则 E(7(%Y) > 0. 

证 明 车 Blr(9)) =0, 则 P(r(9 =0)=1. 因此 

P(z(o(0+) ¢ Mi)=1. 


然而 Plz(e)(0+) = a) = 1, 与 ae Mi 矛盾 . 

(xi) 车 a 不 是 套 点 , 则 有 a 的 邻 域 D, 使 对 于 be U,E(70 ) 为 一 致 有 
界 . 特别 在 扩散 过 程 时 , 对 任意 <, 可 适当 地 选取 U, 使 B(rm)) < e,be UD. 
但 后 一 性 质 对 一 般 的 Markoff 过 程 未 必 成 立 . 

证 明 a 不 是 套 点 , 故 存在 f e D(4) 使 Af(a) 关 0. 如 有 必要 
可 取 -/ 而 得 4Af(a) > 0, 因 4f 连续 , 故 存在 正 数 a 及 a 的 领域 U, 使 
Af(b) > wbe U. 由 上 述 Dynkin 引 理 得 


f(0) < -aB(rO)+ Fl Bm ED) < FN) <o0. 
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特别 对 扩散 过 程 , 有 z( (8?) e 5. 由 于 f 的 连续 性 , f 在 友 中 的 变 差 可 
以 限制 得 小 于 as. 故 f (zl) (7))) < f(b) 十 ae. 由 Dynkin 引 理 得 


f(b) < —aE(ry)+(f(b)+ae),， 故 Br) <e. 
对 一 般 情形 未 必 如 此 , 例如 考虑 指数 型 逗留 点 a, 无 论 U 取得 多 么 


小 , 7 总 比 a 的 逗留 时 间 7 大 , 且 因 E(r) > 0, 故 不 能 使 B(7() 小 于 
(7). 含有 指数 型 逗留 点 的 Markoff 过 程 的 存在 性 见 后 . 
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前 已 说 明 :“ 转 移 概率 P(t, x, EE) > 半 群 TMarkoff 过 程 z(%)(t)”， 
这 个 对 应 关系 是 一 对 一 的 . ZT 的 生成 算 子 4 既 叫 做 P(t,zx, EE) 的 生成 算 
子 , 又 叫做 zt%(t) 的 生成 算 子 . 利用 z(o)(t) 来 定义 4 就 是 下 述 的 Dynkin 
定理 . 

定理 1 令 U 为 a 的 领域 ,7 = 7 设 


zo (TN)) 一 
py 四 = SE 0), 


( 当 E(7) = oo 时 , 令 Df(U) =0). 则 对 je3(4) 有 
Df(U) = Afla) (VU = 0). (45.1) 


又 车 当 U -a 时 , Df(U) 逼近 于 a 的 连续 函数 , 则 fe D(A4), 从 而 上 面 
的 (45.1) 成 立 . 
Df(U) Af(a) 的 详细 内 容 是 : 如 取 U 足够 小 则 


IDf(UV) — Afla)| < Sup [4f(6) — Af la). (45.2) 
EU 


证 明 ”车 a 是 套 点 , 则 (45.2) 的 左边 为 0, 故 成 立 . 若 a 不 是 套 点 
则 由 于 7 是 有 限 Markoff 时 间 , 故 由 Dynkin 引 理 , 有 


f(0) = -下 人 41)dt+BHGa(D) 
0 
a 不 是 套 点 , 故 当 UU 充分 小 时 , 有 Blr) < oo 又 因 a 是 0 的 内 点 , 故 
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E(7) > 0. 由 上 式 得 
Bs (7)) — f(a) 
E(7) 
B [1Af(e (0) - Afo)lat 
<sup|Af(b) -Afla)| =0 (Vo0. 
beEU 
以 全 表示 使 Df(U) 逼近 于 a 的 连续 函数 f 的 全 体 , 对 这 样 的 了 定 
义 lim Df(U) 为 Af, 由 上 述 得 4 2 4. 现在 指出 和 一 4 是 一 一 对 应 的 . 
为 此 只 需 由 Au = Xu 引出 v = 0. 若 令 wz) 的 最 小 值 为 u(a), 则 由 4 
的 定义 得 Au(a) > 0, 故 Xu(a) > 0, 即 w(a) > 0, 且 恒 有 w(x) > 0. 又 因 
A(-u) = AM-o, 故 -wu(z) > 0, 于 是 wz) =0. 从 而 有 (和 一 4)-! 存在 . 又 
由 424 得 
(A-A-1IM-A)!=R, DR)=O, 
故 2 变 为 等 号 =, 因此 4 = 4, 故 得 D = D(A). 
今 将 上 述 的 Df(U) 变 成 其 他 形式 , 设 
mr(a,dgy) = P(zto(r) € dy). 


这 测度 的 支撑 点 显然 包含 于 U*( 尤 其 是 扩散 过 程 时 , 则 包含 于 UV 的 边界 
6U). 有 


— Af(a) 


pi)={ f road -HED). 53) 
又 为 了 改写 B(7), 引进 记号 pr(a) = Er)(o e Te 时 , 7 = 0, 因此 令 
pvu(la) = 0). 
令 UcV. 试 证 
pv(o) = pv(0) + f rule dy)pv ly). (45.4) 


在 RRI0,%) 上 能 取 (B(RI0.%))) 可 测 函 数 pv, 使 
7 =$, (00)). 
为 此 , 首先 对 闭 集 下 令 
gr(é) = inf{t/E(t) € F°,t 为 有 理 数 }， 
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则 由 z(t) 的 右 连续 性 与 Fe 是 开 集 , 得 7 = pp(z(9(")). 对 开 集 VV， 
取 由 内 部 逼近 于 此 开 集 的 闭 集 列 页 C FC… 一 VV 并 令 


$v(€) = lim pp, (€), 
则 得 79 = pv(z((")), 且 
7T(®) = (9) 十 7(® 一 To = rh + bv(z(® (ro 十 ")). 
考虑 强 Markoff 性 得 
) + E{bv (z(t + ))} 
TD ) + E{B{Ov(z (7) + °)/ By)}} 
7) + E{E{bv (20)(°))}, cw rte)} 
) 十 BE{B(rY sale) 


pv(a) = pu(a) + E{pv(z © (7k)))} 
(oj / py (yrv(a, dy). 


由 此 得 证 (45.4). 因为 上 述 的 E(7) 即 pu(a), 故 


E(r) =pv(a) — | rv(a, dy)pv (y). 


fpf) fe) 
Sh a re ee (45.5) 


846 ”Markoff 过 程 的 例子 


下 面 将 应 用 以 上 数 节 的 班 论 , 来 重新 讨论 835 及 840 所 列举 的 对 应 
于 转移 概率 的 Markoff 过 程 的 例子 . 

例 1 有 限 个 状态 的 Markoff 过 程 (Markoff process with finite 
states) 首先 考虑 835 的 例 1( 或 840 的 例 1). 记号 如 前 . 但 用 {1,2……,m} 
表示 R 中 的 点 . 因为 z 中 (t) 的 样本 过 程 是 从 i 出 发 , 且 是 至 多 只 有 第 一 


Df( 
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类 不 连续 点 的 函数 , 又 所 取 的 值 只 是 1,2,…,n, 故 z 中 (t) 必 为 阶梯 函数 . 
车 自 i 出 发 , 作 如 下 运动 : 在 长 为 r 的 一 段 时 间 内 , 停留 于 i, 然后 转移 到 
另 一 j, 再 在 此 停留 一 段 时 间 , 又 转移 到 另 一 k. 因 只 由 一 点 i 所 构成 的 集 
可 以 看 作 开 集 , 故 得 E(7) > 0, 即 i 不 能 为 瞬时 逗留 点 . 故 i 或 为 指数 型 
逗留 点 , 或 为 套 点 . 车 为 套 点 , 则 不 论 f 如 何 , Af(i) 总 为 0, 故 得 
aij 一 0， 了 = 2. 

若 为 指数 型 逗留 点 , 则 P(r > 人 =e-**, (7) = 1/ 和 i. 由 此 可 证 X 和 oj 
的 关系 为 


N= 》 aij = 一 it (46.1) 
j#i 
为 此 , 令 t 充分 小 , 由 4 的 定义 有 
p(t,i,i) = 1+ aitt olt). (46.2) 
又 由 7 的 定义 得 
p(t,i,i) =e Nt+e. (46.3) 


此 处 是 曾 离开 i 再 回 到 原 处 , 且 在 t 时 处 于 i 的 概率 , 此 事件 之 出 现 公 
少 需 要 二 次 跳跃 , 故 其 数量 级 至 少 为 O( 妇 )( 用 强 Markoff 性 可 得 到 严格 证 
明 ). 故 (46.3) 变 为 
p(t,i,i) = 1 — Mit + o(t). (46.4) 
以 此 与 (46.2) 比较 即 得 和 ; = 一 Qii. 由 Zz 中 (t) 的 右 连 续 性 , 可 知 z 中 (7) 是 
从 i 经 第 一 次 转移 后 所 处 的 新 状态 , 故 其 值 j 不 同 于 i, 其 概率 为 
P(zG(r) = 7) = ai/X (46.5) 


为 此 , 考虑 

全 三 大 全 Poo “二 2. =T 
对 足够 大 的 n, 在 [和 27 2T] (k= 1,2,…,n) 中 的 任 一 个 区 间 内 发 生 不 
少 于 二 次 跳跃 的 概率 非常 小 (因为 z 中 (t) 是 阶梯 函数 , 故 在 长 为 的 时 
间 内 的 跳跃 次 数 是 有 限 的 ), 故 


nn 
= PIzd(t)=1, Ba i. a (k 
le 


nn 


7T) 让 +o(1). 
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由 Markoff 性 


-和 Pfeotg) “7}Pfzo(2) = 让 +o() 


k=1 


但 
P(ee (5) -=n() -ort+o 人 5 

故 

_ -Near 工 

3 加 oy=+no( ) +o0) 

T Pe 

一 eMtaijdt = 4 

令 了 一 co 即 得 (46.5). 
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于 是 , z(3(t) 的 运动 如 下 进行 . 自 i 出 发 , 经 过 指数 型 逗留 时 间 (其 平 


均值 为 和 7! = ( 蕊 aij)-1) 后 , 以 概率 ai;/ 和 i 转 入 了 如 果 一 切 ai; = 00 # 
了 了 


i), 则 i 是 套 点 . 否则 , 转 入 7 后 又 同样 地 运动 以 转 入 男 一 k. 如 一 旦 转 入 


套 点 , 则 永久 停留 于 其 上 . 


利用 Dynkin 定理 , 可 立刻 求 出 (46.1) 与 (46.5). i 点 本 身 可 以 视 为 
逼近 于 的 开 集 ， 只 需 考虑 i 不 是 套 点 的 情况 . 因 已 知 在 i 的 逗留 时 间 
7 是 指数 型 , 故 令 其 平均 值 为 ;， 后 , 其 分 布 为 P(7 > t) = e-*t. 若 令 


Plzt(r) = 站 为 ri 则 这 相当 于 Dynkin 的 rvu(a,dy). 故 
> mijf (7) — fi) 


Af(i) = i f (i). 
Ti 
另 一 方面 
Af(i) = >》 aij0) — Qiif (2). 
I#i 
二 式 比较 即 得 
NM = -aail = a), m= 
2 ) 和 i 


此 即 (46.1) 和 (46.5). 
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例 2 Wiener 过 程 ” 令 B(t,w) 为 Wiener 过 程 , 并 令 B(0,w) = 0. 
若 定 义 
z(t,w) = a+ B(t,w), 
Z(t,w) = 0%, 
则 得 R= R! V {fco} 上 一 族 随机 过 程 , 它 是 以 
P(t,7, E) = 下 Ni(y — zx)dy 


为 转移 概率 的 Markoff 过 程 . 以 后 称 此 过 程 为 由 Wiener 过 程 导出 的 
Markoff 过 程 , 或 简称 为 Wiener 过 程 , 它 是 扩散 过 程 . 
例 3 以 0 为 反射 壁 (reflecting barrier) 的 Wiener 过 程 对 前 例 中 
的 ze) 人 定义 
y(t) = lzte bl，ae [0,ool. 


此 为 与 835 例 3(840 例 3) 对 应 的 Markoff 过 程 , 也 是 扩散 过 程 . 


例 4 圆周 上 的 旋转 ”考虑 在 周 长 为 1 的 圆周 上 以 速度 1 向 正 同 旋 
转 的 运动 . 圆周 上 的 点 由 mod 1 的 实数 决定 , 而 此 运动 则 由 


z(t,w) = a +t(mod 1) 


P(t,a, E) = 6(a+t,E) 


对 应 的 Markoff 过 程 ( 见 840 例 4)， 这 也 是 扩散 过 程 . 若 给 定 的 初始 值 
为 a, 则 zttw) 等 于 a +tmod 1) 而 与 w 无 关 , 此 即 所 谓 决定 性 的 
(deterministic) 过 程 . 

例 5 若 以 mod 1 来 考虑 Wiener 过 程 ( 例 2), 则 得 圆周 上 的 Markoff 
过 程 , 称 它 为 圆周 上 的 Wiener 过 程 . 这 也 是 扩散 过 程 ( 见 840 例 5). 


847 ”对 时 间 为 齐 次 的 可 加 过 程 


在 上 节 例 2 中 已 说 过 , Wiener 过 程 可 看 成 R= RIV{co}y 上 的 Markoff 
过 程 , 这 可 推广 到 一 般 的 对 时 间 为 齐 次 的 可 加 过 程 . 
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今 设 y(t,w)(0 < t < oo) 为 对 时 间 为 齐 次 的 可 加 过 程 , y(0,w) = 0. 令 
y(t,w) 的 分 布 为 B.. 对 任意 ww > 0, 这 个 分 布 就 是 y(w 十 tw) 一 y(u,w) 的 
分 布 . 由 可 加 过 程 的 性 质 有 

五 = Bt B,. (47.1) 


Bi 为 无 穷 可 分 分 布 , 其 特征 函数 pi(z) 由 


pi(z) = ev?), 
十 oo 。 
W(z) = imz 一 32 +/ (ee 二 下 二 二 jn(du) (47.2) 


i 1l+%u 
决定 , 此 处 m 是 实数 , wu > 0, n 是 满足 
十 co v2 
| Tdu) < oo (47.3) 
的 测度 . 
车 对 ae R= RR1V {0o0} 定义 


z(t,w) = a + y(t,w), 
zco)(tw) = co， 
则 得 Markoff 过 程 , 其 转移 概率 为 
Plt,a, E)= $(E(—)a), E(-)a= {€—a/ét € EP}. (47.4) 


车 对 此 转移 概率 写 出 Chapman-Kolmogorof 方程 , 则 得 (47.1). 
此 Markoff 过 程 的 半 群 为 


Tf(z) = 下 @,(dy(—)z)f(y) = / G,(dy) f(y + 7), (47.5) 
Fourier 变换 的 算 子 Y 定义 为 
gole) = lim, /erg(s)dr, dp 人 = {erapls) 


在 广义 函数 的 意义 下 取 极 限 , 和 是 广义 函数 意义 下 的 Fourier 变换 . 对 
(47.5) 两 边 施行 得 


FTif (7) = pi(—z)Ff(z) = ert -Ff (2). (47.6) 
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施行 Fourier 变换 后 , 可 见 此 半 群 有 极 简单 的 形状 . 其 次 , 对 上 式 两 边 就 t 
施行 Laplace 变换 . 因 


Ry(—z) = -3 十 三 zu— 1)n(du) < 0, 


故 右边 可 以 简单 地 施行 Laplace 变换 , 左边 则 因 可 与 + 的 Laplace 变换 
先后 交换 , 故 得 


SRG) = pe) (477) 
又 由 (47.6) 得 
34/(2) = (2)8f(2), 
即 


izU 


$Af(z) = { — imz 一 22 二 (ee 一 1 十 SE 3 )n(du) }3/(2). (47.8) 


由 Fourier 变换 的 性 质 得 


gf (2) = —iz$f(z), $f"(z)= —z2$f(z), 
$Auf(z) = (eT 1)3f(z)， 此 处 Auf(z) = f(z +u)— f(z)， 


因此 , 车 形式 地 求 (47.8) 两 边 的 Fourier 道 变换 , 则 得 


41C=mj 四 -GD+ 帮 (e+ 四 -Jo)- 工 Fo)jntda，(d73) 


欲求 2(4) 以 明确 地 规定 4, 则 相当 麻烦 . 


u 
1+u2 


848 生 灭 过 程 


设 有 一 团 细菌 , 其 个 数 按 下 述 法 则 变化 : 设 一 个 细菌 在 dt 时 间 内 分 
裂 为 2 个 的 概率 为 pdt (相差 一 个 高 级 无 穷 小 ), 在 此 段 时 间 内 死亡 的 概率 
为 gdt. 并 设 不 同 细菌 的 死亡 、 分 裂 为 相互 独立 . 今 设 在 时 刻 上 有 nn 个 , 问 
在 上 + dt 时 将 有 多 少 ? 1 个 分 裂 与 m 个 死亡 的 概率 为 


at a (add)™(1 ~ (p+ dt)" ™, 
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除 (A) i= 0,m=0,(B)i= 1,m = 0, (C) {=0,m=1 三 个 情形 外 ， 此 概 
率 都 是 dt 的 二 阶 以 上 的 无 穷 小 . t+ dt 时 的 细菌 数 在 (A) 为 mw 在 (B) 为 
n 十 1, 在 (C) 为 n 一 1. 故 经 dt 时 后 由 转 入 的 概率 P(dt,n,k) 为 ( 相 
差 一 个 高 级 无 穷 小 ) 

Pl{dt,n,n+1) = npdt, (48.1) 

Pl(dt,n,n— 1)= ngdt. 
若 一 度 为 0, 则 永久 为 0, 故 有 

P(dt,0,0) =1. (48.2) 


这 样 的 随机 过 程 称 为 生 灭 过 程 (birth and death process). 若 稍 推广 (48.1) 
而 令 


Pl(dt,n,n)=1—n(p+ 四 


Pl(dt,n,n+ 1)= pndt, (48.1) 


Pldt,n,n— 1)= gndt, 
也 采用 同样 的 名 字 . 例如 , 随 着 n 的 增 大 , 在 食粮 不 易 找到 , 分 裂 率 降低 ， 
死亡 率 提高 的 情形 下 , 自然 地 可 设 
和 > 全 > 全 >…， < (48.2") 

特别 当 g,, = 0 时 , 叫做 纯 生 过 程 (pure birth process), 当 pn 三 0 时 , 叫做 
纯 灭 过 程 (pure death process). 

者 用 所 述 的 Markof 过 程 理论 来 处 理 这 一 过 程 , 则 存在 着 困难 . 因为 
现在 状态 空间 是 {0, 1,2, 3,…}, 它 不 是 紧 致 的 . 简单 的 想法 是 , 车 添上 co 
而 再 规定 . 


Pl(dt,n, n)= 1— (pn + gn)dt, | 


Pl(dt,o0,00)=1 


是 否 可 以 ? 这 样 做 未 必 可 行 , 如 何 克 服 此 困难 , 将 在 以 后 叙述 . 

暂 不 顾 这 困难 , 与 有 限 个 状态 时 一 样 , 可 如 下 考虑 这 一 过 程 : 若 自 m 
出 发 , 经 指数 型 逗留 时 间 r( 其 平均 值 为 (pn + qn)-!) 后 , 转 入 n++1 或 
n 一 1, 其 概率 分 别 为 pn/(pn 十 gn), qn/(pn 十 qn). 然后 从 新 的 状态 n 一 1 或 
n 十 1 同样 地 继续 运动 . 
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首先 考虑 纯 灭 过 程 . 以 后 g,, 都 设 为 正 , 此 时 , 细菌 数 逐 渐 减 少 , 其 
个 数 最 后 为 0 而 灭绝 . 今 试 求 灭绝 时 间 (extinction time) 的 分 布 , 这 是 
Markof 时 间 , 但 不 深究 . 自 n 出 发 , 按 n 一 nn 一 1 一 n-2 一 :… 一 1 一 0 
进行 , 若 设 停留 于 的 时 间 为 7%, 则 灭绝 时 间 ,为 

En 三 Tn 二 Tn-l1 十 "十 nl， 

其 中 ,7-1,… ,ni 都 是 独立 的 , 并 且 各 服从 于 平均 值 为 qc!1(k = n,n 一 
1,…,1) 的 指数 分 布 i.(t) = 1 一 e-xt, 故 e。 的 分 布 就 是 其 卷 积 . 若 求 sn 
的 平均 值 , 则 得 


Een)= 》 E(n)= 》 qr!<o%, 
天 一 1 k=1 


因此 P(en < co) =1, 即 不 论 从 多 么 大 的 个 数 出 发 , 迟早 总 会 灭绝 
为 了 决定 P(t,n, kk), 记分 布 FF,… ,Fn 的 卷 积 为 Fn. 这 显然 是 十 
Tn-1 十 … 十 7k 的 分 布 , Fn(t) 就 是 在 时 间 t 以 前 个 数 减 到 不 大 于 大 一 1 
的 概率 . 因此 , 经 过 时 间 上 后 自 n 转移 到 的 概率 为 
P(t,n, k) 一 Fr+r1n(t) 一 Fx.n(t), k= 0， 1,2, ,No 1,n, 
这 里 
Fo,n(t) = 0, Fntinlt) 一 上 | 
为 了 要 使 状态 空间 添上 oo 后 紧 化 为 R, 除 上 述 诸 转移 概率 外 , 还 必须 
合理 地 定义 P(t, oo0,k),k = 0,1,2,.…,oo. 为 此 , 对 RR 上 的 连续 函数 f(n)， 
必须 使 
Tf (n) > plt, nN, k)f(k) 
连续 . 因为 除 oo 外 , R 中 其 他 的 点 都 是 孤立 点 , 所 谓 连续 就 是 要 求 在 co 


的 极限 值 与 实际 值 相等 . 今 特别 取 f(m) = 6mk, 这 函数 对 有关 co 是 连续 
的 , 此 时 因 Tf(n) = P(t,n,k), 故 必 须要 求 


lim P(t,n,k) = P(t,o0,k) k@#0%. 


为 求 此 极限 试 先 求 limn_,oo Fk,n(t). Fen(t) 是 卉 十 791 十 … 十 芭 的 
分 布 函数 人 n 表示 自 状 态 n 出 发 ), 而 ma+l,rntl,…,Tatl 分 别 与 
77?,77 ],…,7R 有 相同 的 分 布 , 故 ra+l 十 TP+1 十 ， rt tp 


nn—l’ 
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TR]1 十 … 十 12 同 分 布 , 故 得 
Fenti(t) = P(rti + Ttl+ .+ Tt < 1) 
< P(rnti rl <1) 
= P(r+...+7 <t) = Fn(lt). 
故 ,nlt) 是 n 的 单调 不 增 函 数 , 记 其 极限 为 Gi(t)(> 0), 得 
P(t, 00, k) = Gk+1(t) — Gx(t). 


因此 
P(t,o00,0%0)=1— > P(t, 00, k) 
大 天 oo 
=1- ,lm 2_(Genl(t) — Gr(t) =1- ,lim, Gmtilt). 
k=0 
应 区 别 两 种 情况 : 


6) 甘 gz!1=o0. 因 Fin(t) 1 Gktb(> 0), 故 对 入 >0 有 
k=1 


oo Co 
/ e-*Gr(t)dt = lim 人 etR nl(t)dt 
0 Roy0 
人 九 一 DO 


= lim x/ eMdFn(t). 
和 Ja 


因为 分 布 及 人 是 所 ,41,…, Fn 的 卷 积 , 故 


v 二 kk 
1 和 -1 WN Sl 
-ls) -WD 


由 于 并 grl = oo, 此 无 穷 乘积 等 于 0. 又 因 Gk(t) 和 Fn(t) 对 t 都 是 单 
调 不 减 的 , 故 必 有 Gk(t) = 0. 于 是 


P(t,o00,00) = 1， 因此 P(t,o00,k)=0，k 冯 oc. 
此 时 co 为 套 点 , 而 上 述 的 简单 想法 可 行 . 
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人 并 人: < oo. 此 时 上 面 的 无 穷 乘积 恒 为 正 , 当 k T oo 时 趋 于 1， 
故 得 罗 | 
im eG (t)dt = 


由 于 Gk(t) 与 Fn(t) 都 对 t 单调 不 减 , 故 得 


lim Gk(t)=1. 
天 一 oo 


P(t,00,00) =0, 》 Pt oo 有) = 1， 
天 天 co 
故 oo 是 瞬时 逗留 点 , 由 co 到 有 限 点 的 转移 是 重要 的 , 此 时 前 述 的 简单 想 
法 不 可 行 . 

上 述 两 种 情况 都 不 能 从 有 限 点 到 达 无 限 大 , 但 在 (i) 中 , 在 oo 附近 的 
减少 程度 逐渐 变 弱 , 故 自然 伸延 后 , oo 不 能 不 成 为 套 点 . 反之 , 在 (ii) 中 ， 
则 越 接近 oo, 减少 程度 越 强烈 , 故 即使 在 oo 也 不 能 不 回 到 有 限 点 . 因为 
有 限 点 为 指数 型 逗留 点 ， 故 若 以 R 的 点 为 横 轴 , 时 间 为 纵 轴 , 绘 出 自 oo 
出 发 的 样本 过 程 则 得 图 48-1. 

下 面 考虑 纯 生 过 程 . 设 pn > 0(n > 1). 
0 当然 是 套 点 . 自 n(> 1) 出 发 , 个 数 逐 渐 增 
加 , 若 以 mm 表示 从 n 出 发 增 至 m(> n) 所 
用 的 时 间 , 则 与 上 同样 


故 从 ”可 以 实际 到 达 m. 若 令 


Co 
》 .pr < co. 
1 
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则 自 1 出 发 ( 因 之 也 可 自 n 出 发 ) 在 有 限时 间 7 内 , 可 超过 任何 大 的 数 . 
因此 对 适当 大 的 也 
》， P(t,n,m) <1. 


7 天 oo 


故 若 想 在 R = {1,2,…,o0} 上 定义 Markof 过 程 , 则 应 设 
P(t,n,c0)=1— >》， Plt, n,m). 


7 天 oo 
P(t,n,m) 三 0,m < m, 故 必 须 
P(t, 00,m) = im P(t,n,m) = 0. 
亦 即 oo 是 套 点 . 以 7 表示 自 有 限 点 n 到 达 oo 所 用 的 有 限时 间 , 则 


Co 


五 (mm) = 》 pz < oo. 


n 


这 5 是 Markoff 时 间 , 称 为 爆发 时 间 (explosion time). 
若 令 _ 
》 11 = oo， 
1 
则 
m—l1 poo 
—ATnm 下 一 人 t 一 tpv vd 
Efe } 1/ ee Prp,dt 
m—l 
we (1+) i (m 一 oo). 
令 刀 =limn mm, 则 一 = (e-*"m) = 0,P(m = oo) = 1 即 永 远 不 会 爆 
发 , 而 
.POW ms 


m0 


与 前 同 理 可 知 oo 是 套 点 . 
对 一 般 的 生 灭 过 程 ， 由 pn,gn 的 大 小 关系 可 产生 各 种 有 趣 现象 但 
从 略 . 


849 扩散 点 


设 zt w) 为 在 R 内 变动 的 Markof 过 程 , 记号 及 条 件 都 同 第 4 章 . 
zto)(w) 的 样本 过 程 只 有 第 一 类 不 连续 点 . 令 U 为 R 的 开 子 集 . 从 U 内 
的 任意 点 a 出 发 的 z(%(t,w), 在 U 的 最 初 通过 时 间 + = rT 以 前 (包含 
7 在 内 ), 如 果 以 概率 1 为 连续 的 , 则 此 Markoff 过 程 称 为 在 UV 内 是 扩散 
的 . 由 连续 性 假定 , z(0 (m0) 位 于 U 的 边界 80 上 . 

如 果 在 b 的 某 一 邻 域内 z(%(t) 是 扩散 的 , 则 称 be RR 为 扩散 点 . 扩 
散 点 的 集合 显然 是 开 集 . 

一 般 地 , 算 子 5 称 为 在 xz 是 局 部 的 (local), 就 是 指 在 zx 的 邻 域 上 , 对 
f=g 的 f,ge 人 (5S), Sf(z) = Sg(z) 成 立 . 

定理 1 zx(%(t,w) 的 生成 算 子 4 在 此 Markoff 过 程 的 扩散 点 是 
局 部 的 . 

证 明 令 oa 为 扩散 点 . 若 令 a 的 扩散 邻 域 为 U, 则 包含 于 UV 内 的 a 
的 邻 域 都 是 扩散 的 . 今 设 户 , foe D(A); 且 在 a 的 邻 域 V 上 广 = 户 . 由 
Dynkin 定理 可 得 
Efi(z®) (rw)) — fi(a) 

E(Tw) 
车 取 玉 使 WCUNV, 则 zl9(mw)eUnNnvV, 而 且 Afi(a) = Afz(a). 


Afila) = wn 
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考虑 R 上 的 Markof 过 程 z(%)(t). R 的 点 5 称 为 一 维 点 , 就 是 指 存 在 
b 的 菜 一 邻 域 与 线段 同 胚 . 这 可 以 看 成 是 只 与 RR 有关 的 性 质 , 而 与 z(t) 
无 关 . 一 维 点 全 体 显然 是 开 集 合 . 若 b 是 RR 的 一 维 点 , 同时 又 是 z(%(t) 的 
扩散 点 , 则 称 5 为 zt 人 的 一 维 扩散 点 . 这 种 点 的 全 体 也 是 开 集 合 . 
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令 为 扩散 点 , 7 为 b 的 邻 域 . 由 于 b 是 扩散 点 , 所 以 不 难 想象 , 从。 
出 发 的 Markof 过 程 z(*)(t) 在 充分 短 的 时 间 内 跑 出 U 外 的 概率 P(t,b,U°) 
非常 小 . 断定 此 概率 为 o(t) 就 是 本 节 所 说 明 的 Ray 定理 . 

定理 1 若 b 是 xz(%(t) 的 一 维 扩散 点 , 则 

P(t,b,U°) = o(t)，U 是 b 的 邻 域 . (50.1) 

证 明 ”由 假定 ,b 附近 的 点 都 是 一 维 扩散 点 . 因为 U 越 小 则 P(t,b,U?) 
越 大 , 所 以 只 对 U 的 点 都 是 一 维 扩散 点 的 情形 予以 证 明 . 因为 b 有 与 线 
段 同 胚 的 邻 域 , 故 b 的 某 邻 域内 的 点 可 以 由 对 应 的 线段 上 的 点 即 实 数 来 
表示 . U 也 可 看 成 区 间 (wi, w2). 

若 (50.1) 不 成 立 , 则 存在 t,, 4 0,c>0 使 


p(tn,b,U®) > ctn. (50.2) 
现在 令 rt 为 zto(ltw) 初次 从 wi 跑 出 U 的 时 间 . 若 z()(t,w) 永远 停 
留 于 UV 内 , 或 从 wz 跑 出 UV, 则 定义 7 = oo. 精确 些 说 就 是 : 令 U 的 最 
初 通过 时 间 为 ,车 ro < co, 则 因 U 只 由 扩散 点 所 构成 , 故 z(O (7y) 
等 于 U 的 边界 点 wi 或 uz. 定义 

0 | sO ) = 
: co， 其 他 . 
以 ws 代替 ui, 则 可 同样 定义 r 心 . 由 (50.2) 有 
P(7l®) < t,)+ PT < tn) > P(z(tn) EU) > ctn. 

所 以 或 者 

Pr 多 < 如 ) > 2 
对 无 穷 多 个 n 成 立 ; 或 者 

Pr 多 和 加) > 5 如 
对 无 穷 多 个 n 成 立 . 试 证 两 者 之 一 成 立 而 由 它 导出 矛盾 . 因为 证 法 相同 ， 
所 以 只 证 后 者 . 改 用 记号 而 将 自 下 式 导出 矛盾 : 


P(r 和 如 ) > et，c>0， 如 上 0. (50.3) 
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若 在 5 与 w 之 间 取 vy, 则 
P(r < tn) < P(r — ro (y) < tn, 7d) (y) < tn,). 


这 里 区 )(y) 是 以 (w,y) 代 上 面 的 U 后 定义 的 2， 
由 强 Markoff 性 


=B{P( — 7 (y) < tn/ BO (y)); 7 (y) < t,} 
=E{P(7’) < tn);7lo(y) < tn} < P(r < t,). 


(m2 与 区 ) 类 似 , 同样 地 对 UV = (wwz) 定义 , 只 是 以 y 代替 b。) 因而 
由 (50.3), 对 bg<y < wo 得 


P(A <) > ce>0 6 10. (50.4) 


车 令 = (wo 一 6)/4(> 0),a =b++2e 及 


Z(o)(t ww)， t< To 
DH) = ee) (a) 
Te (TI ,Ww), t> Tn , 


则 y(t) 的 样本 过 程 是 连续 的 , 且 恒 处 于 [ui,u2] 内 . 故 车 取 s 充分 小 , 则 
Po-e<yt<a+fe0sts 引 > 了 (50.5) 
因为 y(t) 的 样本 过 程 在 0 < t < s 上 一 致 连续 , 故 


an 三 已 (对 某 一 (bt <s),y((k— 1)tn)<ate, y(ktn)=u2) 一 0 (n— 00). 


(50.6) 
然而 
[s/tn] 
an> 》 Pla-e<yt)<ate0g<t<(k- 1D)tn, 而且 y(ktn) = uo). 
天 一 1 
因 y(t) 关于 Bi 可 测 , 故 
[s/tn] 


= 》， BE{P(y(tn)=u2/B(_1)t,); a-e<gyb<a+eOstg(E- 1)tn} 
k=1 


= 5{(P( St ja i a—-e<yt)<ate,0gt<(k— 1)tn}. 
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zO((k 一 1)tn) 在 {a-e<yt)<at+e0 < t < (k—1)t,} 上 等 于 
y((k 一 1)tn), 因而 处 于 (a - sa+e) 内 . 因 (a 一 e,a 十 e) C [b,u2), 故 由 
(50.4) 知 Pr 各 < )6w(o((k_1)tn) 大 于 ctn- 


Qn > ctnP(a—e < ylt) <at+e,0<t< (ko 1)tn) 
k 


1 
>3ctn[s/tn] > 78 (n>22). 


此 与 (50.6) 矛盾 . 
定理 2 ” 设 R 的 开 集 U 与 线段 同 胚 , 并 设 UV 所 有 的 点 都 是 扩散 点 . 
若 令 FF 为 U 的 闭 子 集 , 则 对 be FF 一致 地 有 


P(t,b,U°) = olt). (50.7) 


证 明 ”如 果 扩 大 定理 中 FF 而 缩小 UV 时 , 定理 能 被 证 明 , 则 此 定理 自 
然 就 成 立 了 . 故 不 妨 设 0D 的 各 点 也 都 是 一 维 扩散 点 , 而 且 FF 与 闭 线 J 同 
胚 , 令 J = [b1,b2]. 由 定理 1 


P(t,bi,U°) = o(t), i=1,2. (50.8) 
此 处 o(t) 与 i 无关 . 利用 强 Markof 性 , 对 bi < b< bo， 
P(t,b,U°) = [ pi(ds)P(t — s,b1,U°)+ 和 p2(ds)P(t — s,b2,U°) = o(t). 


这 里 yp; 是 z(t) 从 b; 跑 出 (b1,52) 的 时 间 的 分 布 . 
回顾 定理 1 的 证 明 , 可 见 
Pr <t) + P(r <t) = 0(t), 
故 如 以 Q(t,b,U5) 表 x0 (s) 在 时 间 区 间 0 < s < t 内 到 过 U: 的 概率 , 则 
上 式 左边 为 Q(t,b,U°), 故 得 下 面 的 定理 . 
定理 3 ”定理 1 和 定理 2 对 Q(t,b,U°) 也 成 立 . 
851 ”局 部 生成 算 子 


称 Markoff 过 程 z(%)(t) 在 点 上 上 有 局 部 性 , 如 对 b 的 任意 邻 域 U, 有 
P{z®)(t) e U°} = P(t,b,U°) = o(t). (51.1) 
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根据 上 节 的 Ray 定理 , ztoti) 在 其 一 维 扩散 点 上 有 局 部 性 
以 下 设 在 5 有 局 部 性 . f(z) 在 z 一: 的 充分 小 的 邻 域 y 上 连续 而 且 

有 界 时 , 车 

lm { /peaanyg- 1 (512) 


tl0 

存在 , 则 说 fe D(Ah。), 并 以 hsf 表示 此 极限 . 因为 在 上 上 有 局 部 性 , 故此 
定义 与 V 的 选择 无 关 . 4 有 下 列 性 质 . 

(Ab.1) (局 部 性 ) 若 fe D9(4) 且 在 b 的 附近 ( 即 某 邻 域 上 )f = 9， 
则 eg(4) 且 

Apf = Avg- 
(Ab.2) (线性 ) 若 f,g ED(4s), 则 af +BgeD(4o), 且 
Aplaf + Bg) = aApf + 04o9. 


(Ab.3) (正定 性 ) 若 在 的 邻 域 上 f > f(b), fe D(4s), 则 4sf >0. 
(Ab.4) 若 feD(4), 则 fe€D(4,), 且 hsf = Af(b). 
有 了 这 些 准备 知识 , 就 可 以 定义 局 部 生成 算 子 A, 本 . 
定义 1 设 开 集 U 中 各 点 均 有 局 部 性 , 由 
对 所 有 的 pe U, f € D(A;)， 
Qe {1 . hsf 对 b e U 连 续 | 
Avuf(b) =Aof,beU 


定义 的 算 子 4r 称 为 z(%(t) 在 U 上 的 局 部 生成 算 子 (local generator). 
前 面 已 经 看 到 , 一 维 扩散 点 上 有 局 部 性 , 故 在 其 上 可 以 考虑 4o, 且 这 
时 可 把 4。 如 下 定义 . 
定义 2 Pl(t,a, E)= P{w/z(%(t) € E, 而 有 z(%(s) EU,OKs<t) 


41= 昭 计 人 天 eeaoyg-7g 


这 个 定义 比较 有 用 . 
两 个 定义 的 一 致 是 由 于 


| | P(t,b, dy)f(y) 一 | Pu(h boy) lo) 
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< | (P(t,b, dy) — Pult,b, dy)|f(y)| 
< sup |fl. P{ 对 于 0 < s < t,7(%(s) ¢ UY. 
U 


由 850 的 定理 3, 后 一 概率 是 o(t). 
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一 维 扩散 点 的 全 体 是 开 集合 , 而 且 可 以 表 为 至 多 可 数 多 个 连续 分 量 
的 直 和 , 并 且 各 分 量 与 实数 开 区 间 同 胚 . 今 取 其 中 一 个 17, 若 工 与 (rira) 
同 胚 , 则 了 的 点 可 由 (ri,r?) 中 的 实数 表示 . 

令 beT, 则 z(t) 在 0<t<7W 中 连续 的 概率 为 1. 若 

P( 对 0 < t < 7 由 中 的 t,z0)(t) 2 6) = 1， (52.1) 
则 称 5 为 右 通 过 点 (right translation point). 
令 U 为 含 于 了 内 的 b 的 邻 域 . 因 恒 有 rt < 4, 故 车 5b 是 右 通过 
点 , 则 
P( 对 0 < t < 7 名 中 的 bz 人 > 60)=1. (52.2) 
反之 , 由 此 条 件 可 知 b 是 右 通过 点 . 为 了 证 明 这 一 点 , 令 7 为 z(t) 自 
b 跑 出 [5b,72] 的 最 初时 间 ， 如 此 情况 不 发 生 , 则 令 r = co, 7 是 Markof 
时 间 ， 令 7 = min(7,n), 则 7 是 有 限 Markoff 时 间 . 需要 证 明 的 是 
P(r < oo) = 0. 因为 
Pr < oo) = im P(r <n)= im P(t < n), 
故 只 要 证 明 P(7, < n) = 0 即 可 . 由 的 定义 ， 
0 =P(r < n, 且 对 充分 小 的 t, x0 (7 十 t) >>) 
=P(m < mw 且 对 充分 小 的 # zto(rn 十 t) 之 4b) 
二 B{P{ 对 充分 小 的 t,z (7 十 t) >b/Br,};Tn <n} 
=E{P{ 对 充分 小 的 t, z(t) > b};Tn < 对 
>E{P{ 对 0 < t < Th) ,206) (t) > b};7Tn < n} 
=P{m < n} (由 假定 (52.2)). 
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在 (52.1) 中 , 以 z(t) <b 代替 z(t) > b, 即 得 左 通过 点 (left trans- 
lation point) 的 定义 . 与 (52.2) 同样 , 在 此 定义 中 了 工 也 可 由 “》 的 任意 邻 域 
U(C 了 ) 来 代替 . 

既是 左 通过 点 又 是 右 通 过 点 的 点 , 实际 上 就 是 套 点 . 是 右 通过 点 但 不 
是 套 点 的 点 , 称 为 纯 右 通过 点 . 同样 定义 纯 左 通过 点 . 了 中 既 非 左 通过 点 
又 非 右 通过 点 的 点 叫做 正则 点 (regular point). 

左 通过 点 、 右 通过 点 、 纯 左 通过 点 、 纯 右 通 过 点 、 正 则 点 与 套 点 各 自 
的 全 体 分 别 记 为 hi, 47, hpi, Apr, 42 与 机. 

虽然 了 与 实数 开 区 间 同 胚 , 但 了 与 此 区 间 的 同 胚 对 应 却 有 好 几 种 , 今 
按 方向 把 它 分 为 两 种 . 取 了 内 任 两 点 , 按 其 所 对 应 的 实数 大 小 关系 而 分 为 
两 种 . 这 样 的 分 类 与 两 点 的 选择 无 关 . 关于 同 向 的 两 个 表示 , 左 通过 点 和 
右 通 过 点 的 定义 是 一 致 的 , 但 关于 逆向 的 表示 , 则 需要 左右 互 换 . 套 点 和 
正则 点 的 定义 则 对 任何 表示 都 一 样 . 

(i) 车 令 5 为 右 通过 点 , 则 z(%)(t) 从 右 向 左 切 b 的 概率 为 0. 

证 明 ”车 令 7 为 从 右 向 左 最 初 切 b 的 时 间 , 则 7 是 Markof 时 间 (者 
不 发 生 这 种 情况 , 则 令 7 = co). 用 自 (52.2) 导出 (52.1) 同样 的 方法 , 可 证 
明 Pr < co) =0. 

人 划 对 5<a<ra 内 所 有 的 a, 若 


P{ 对 0 < t < 7 中 中 的 t, z(t) > 0}=1， (52.3) 
则 5 是 右 通过 点 . 
由 假定 , 如 果 已 给 t, 则 对 b < a < r2， 
P{frlto) <t, 或 5 < zt) <r2} =1. (52.4) 


在 b 与 "2 之 间 取 wz, 在 71 与 b 之 间 取 vi, 在 b 与 wz 之 间 取 vo, 由 Ray 定 
理 , 存在 随 t 而 收敛 于 0 的 6(t) 使 得 


P{ 对 0 < s <t,7°(s) e (ri,u2)} > 1 — 6(t).t. 


这 里 可 对 wi < a < v2 中 的 a 共同 取 6(t). 特别 对 b < a < vz 中 的 a, 由 
假定 (52.3) 得 


P{ 对 0 < s <t,7(%(s) € [b,u2)} > 1 — 6(t):t. 
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因此 
P{z(®(t) € [b,u2)} > 1 — 6(t):t, 


即 Plt,a, [b,u2)) > 1 — 6(t):t. 
当 a | b 时 ， P(t,a, *) > P(t,b, .)( 弱 收敛 )， 故 


P(t, b, [o, 72)) 之 工 一 6(t) 4, 


即 P{z(b)(t) € [b,72)} > 1— 6(t) .+t. 
故 

Pfr 由 < ,或 b < rot) < ra} > 1— 6(t)t. (52.5) 
又 由 (52.4), 对 b<a<r2 中 的 a 有 

Pfrlte) < 十 或 bp 和 zt) < ra} > 1— 6(t)t. (52.6) 


车 对 任意 给 定 的 t, 能 证 明 
P{ 对 0 < s < min(74,t) 中 的 s, xz)(s) € [b,72)} =1， (52.7) 


则 令 t1 oo 即 知 5 是 右 通过 点 . 为 此 , 若 考虑 到 z(s) 在 0<s < 7 中 
连续 , 则 只 要 证 明 


P {zt < TM 中 的 k(0 < k <n),zt) (让 E lb, 吕 } 一 1 一 oo) 


即 可 . 利用 Markoff 性 及 (52.5) 和 (52.6), 得 
上 述 概率 > ( -a(£) | 1 1 -人 (2 


(iii) A 是 闭 集合 . 
证 明 ” 设 bE 4;,bn 一 b, 只 需 证 be 4;. 不 失 普遍 性 , 可 设 b,, 1 
或 bn 4b. 


当 b1b 时 ,由 b,€ hr 及 (i 得 
P{ 对 0 < t < 7 中 的 t, z(t) € [bn,72)} = 1 


令 n 一 oo0 得 
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P{ 对 0 < t < 7z 包 中 的 上 zfb e [ra)} = 1 


这 表明 
be h,. 


当 b, 15 时 , 由 bE Ah; 及 (i), 对 满足 a>5b, 的 w， 
P{ 对 0 < t < 7 中 中 的 t, z(t) € [bn,72)} =1. 


故 
P{ 对 0 < t < 7 中 中 的 t, z(t) € [6,72)} = 1 


因为 b | b, 故 上 式 对 任意 的 c > 成立 . 由 (i) 得 be 4. 
(iv) 4 也 是 闭 集 , 因此 4; 也 是 闭 集 , 但 4? 是 开 集 . 
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由 上 节 , 一 维 扩散 点 的 集合 是 开 集 , 而 且 它 的 各 个 分 量 与 实数 区 间 同 
胚 , 因此 , 分 量 内 的 点 可 由 区 间 (ri,rz) 内 的 点 来 表示 . 若 只 考虑 其 中 正则 
点 , 则 又 得 (ri,rz) 中 的 开 子 集 , 因而 也 是 至 多 可 数 多 个 区 间 的 直 和 . 取 其 
中 一 个 区 间或 其 中 子 区 间 , 表 以 了 = (iia). (i1,i2) 内 的 点 都 是 正则 点 , 称 
它 为 正则 区 间 (regular interval). 

取 了 的 子 区 间 J 了 = (ji,j2) 使 了 CI. 包括 端点 在 内 , J 仅 含 正则 点 . 
取 a e J,zx(%(t) 自 a 出 发 , 在 到 达 六 之 前 先 到 jo 的 概率 记 为 s(a; j2, 记 )， 
在 到 达 js 之 前 先 到 达 六 的 概率 记 为 s(ai 1,j2), 则 

1 — s(a;j2,j1) — s(a; 1,72) 

是 永 停留 于 J 内 的 概率 . 下 面 的 定理 断定 , 此 概率 为 0. 

定理 1 

(A) a 从 六 上升 到 记 时 , s(a; jo, 记 ) 从 0 连续 地 上 升 (狭义 ) 到 1. 

(B) s(@; j2,71)+ s(@;j1,72) = 1. 

证 明 ”分 为 五 步 . 

(让 当 及 <a<bz jo 时， 


s(a; j2,71) = s(a;b, 71)s(b; j2, 1). (53.1) 
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s(a; jz; 入) 是 从 a 出 发 , 在 到 达 并 前 先 到 达 js 的 概率 , 则 这 种 情况 的 发 
生 应 是 : 从 a 出 发 , 在 到 达 六 前 先 到 达 b, 其 次 从 出 发 , 在 到 达 前 先 
到 达 jo. 考虑 z(%)(t) 在 到 达 ji 前 先 到 达 b 的 时 间 r( 若 不 发 生 这 种 情形 ， 
则 令 r = oo), 因为 这 是 Markoff 时 间 , 故 利用 强 Markoff 性 , 就 得 (53.1). 
全 ) 若 广 <a< jo, 则 
0 < s(a;j2,N1)<1. (53.2) 
为 证 此 , 先 设 有 满足 s(a; j2, 族 ) = 0 (ji < a < jp) 的 a 存在 ,将 由 此 导致 巴 
盾 . 令 在 a <b< jo 中 且 使 s(a;b, 记 ) =0 的 b 的 全 体 为 B. 显然 jo € B. 
令 B 的 下 确 界 为 bo, 取 疙 < a' < bo,b E B. 若 a’ <a, 则 由 (i), 
s(a’;b,j1) = s(a';a, 1)s(a;b, 71) = 0. 
车 a<a <bo, 则 
0= s(a; b, 71) 一 s(a; a', j1)s(a’; b, 71). 
但 由 wo < bo 有 s(a;a', 刻 ) > 0, 故 s(a';b, 和 1) = 0. 因此 ,无论 如 何 , 总 有 
s(a';b, 记 1) = 0. 这 说 明 
P{ 对 0 < t < T°), z(t) < b} =1. 
在 互 中 取 》 使 之 逼近 bo 而 得 
P{ 对 0<t<re)ze)tt<b=1 0<a <bo). 
由 上 节 (ii),bo 是 左 通过 点 (上 节 中 虽 只 就 右 通 过 点 作 了 叙述 , 但 对 左 通过 
点 也 一 样 )， 因 为 7 的 点 都 是 正则 点 , 故 产 生 矛 盾 . 因此 s(a; 7, 妨 ) > 0. 
同 理 s(a;,j2) > 0. 故 
s(a;j2,j1) < 1— s(a;j1,j2) < 1 
( 道 ) 由 (i) 与 (i 得 ， 
当 jh < a < b < joN, s(@; j2,h1) < s(b; j2, 1). 
这 样 , 完成 了 (A) 中 除 连 续 性 外 的 证 明 . 
(iv) 下 面 证 (B). a = 1 一 s(@;jz, 放 ) 一 s(a; 扩 ,有 2) 是 zte)(b) 永 停留 于 
J 内 的 概率 , 要 证 a = 0. 令 U 为 开 集合 , 车 对 ae U, zt%)(t) 永 停留 于 U 
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内 的 概率 为 0, 则 称 U 为 发 散 的 . 车 U2>V 而 且 U 是 发 散 的 , 则 V 也 是 

发 散 的 . 因为 ce J 不 是 套 点 , 故 由 844 的 (xi), 对 a 的 充分 小 的 邻 域 U 

有 Er) < oo, 故 Pr < oo) = 1, 因此 VU 是 发 散 的 . 再 证 : 如 了 的 两 

个 开 区 间 夯 = (wa) 及 要 =(uvaja<t 妇 <VW< v2), 都 是 发 散 的 ， 

则 其 和 U = (wi,v2) 也 是 发 散 的 . 若 令 ae (ws), 则 ze) 人 的 轨迹 中 ， 
Qo QV 0 一 UL 一 2 一 1Ul， 


QV U2 V1 DU, 


是 跑 出 U 外 的 情形 , 而 永 停留 于 UV 的 情形 只 是 


QU UF UI UV U2 
(因为 态 , U2 是 发 散 的 ， 故 无 其 他 情形 ). 永 停留 于 U 内 的 概率 为 
s(a; v1, U1) * S(V1; U2, V2) * s(U2; V1 U1) 3 s(V1; V2, v2) * S(U2; V1, U1) ***) 


因 s(v1; wu2,v2) < 1, 故此 无 限 积 为 0. 
如 ae (v1,v2)) 也 同样 得 证 . 
若 以 有 限 个 发 散 的 区 间 覆 盖 J(Borel-Lebesgue 覆盖 定理 1), 再 利用 上 
述 结果 , 则 了 被 一 个 发 散 的 开 区 间 覆 盖 . 故 J 也 是 发 散 的 . 这 说 明 a = 0. 
(v) 最 后 证 明 (A) 中 的 连续 性 . 先 证 


lim s(a;b, 71) = s(a; j2, 1). (53.3) 

由 (iv) 所 证 ， TO 有 限 的 概率 为 1. 若 z(7 名 ) 一刀 , 则 zt) 人 在 0 世上 和 

rT 中 取 最 大 值 , 且 此 值 小 于 jo. 故 若 取 充分 接近 于 jo 的 5, 则 ze)( 在 

到 达 b 之 前 先 到 达 计 , 因此 , 取 bn T jo， 如 对 任 一 个 bztoe)(b) 在 到 达 访 
前 先 到 达 b,, 则 实际 上 是 在 到 达 方 前 先 到 达 jo, 故 


im s(a; bn, j1) = s(Q; j2, 71). 
又 因 s(a;b, 放 ) 随 5 增 大 而 减少 ( 因 5 < W 时 , s(@;b, 有 1) = s(a;b, 有 h)s(b; 
放 )), 故 (53.3) 得 证 . 
由 (i) 及 (53.3) 得 


s(a; j2, 1) 1 (b 1 j2). 


s(b; j2,j1) = 本 有 
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故 s(b7, 亡 ) 在 b= jo 时 连续 . 同 理 s(4; ji,jp) 在 = 六 时 也 连续 , 因而 
s(b; j2, 放 1) 在 5= 廊 时 连续 . 由 此 得 
Ss(a; j2, 有 1) = s(a;b, 1): s(b; j2,h1) — s(b; j2, 1),a Tb 时 . 
s(@; 1,72) 一 s(b; 1, 72),a 4 b 时 . 
故 当 a | 5 时 ， 
s(aij2 万 ) =1— s(a;j1,j2) = 1— s(b;j1,j2) = s(b; jo2, 1). 


故 s(a; 1, jp) 关于 a 连续 . 
定理 2 车 (j1,j2) C (i,k2), 则 对 ae [元 ,jo]， 


s(a; k2, k1) = s(@; 1, 72): s(j1; ko, k1) + s(a; j2, 71): s(j2; ko, k1). 
证 明 ”对 Markof 时 间 r(o)  、 应 用 强 Markoff 性 即 可 . 


(j1,72) 


在 此 定理 中 ， 令 s{(a; 1, 72) =1— s(a; j2, 1) 得 
s(a; k2, k1) = Qs(a; j2, 71) + pb, 


这 里 a 是 与 区 间 (7, jz) 和 (ki,k2) 有 关 的 常数 . 利用 此 结果 , 可 得 下 
述 基本 定理 . 

定理 3 ”在 了 = (ii,i2) 内 , 除 线性 关系 外 , 存在 唯一 的 连续 狭义 增 函 

数 s(a), 使 对 任意 的 J = (7,j), 了 cz 有 

s(a) — s() 
s(j2) — s(N1) 

证 明 ” 先 定义 一 个 s(a), 固定 70 = (7j9, 闻 ),J5c 7 取 包 含 a 的 任意 
的 J = (71,72), T5770, 并 令 


s(a; j2,71) 一 


s(a) = Qs(a; j2,N1)+p, 
其 中 a,8 由 

s(j2)=1,， s(j?)=0 
决定 . 今 取 更 大 的 7 = (六 , 刘 ) 代替 J， 同样 定 出 s(a), 并 记 为 s'(a). 
由 定理 2, 对 b € (1,j2),s(b; 胃 ,1) 与 s(b;jo, 刀 ) 是 线性 关系 , 故 s'(b) 
与 s(b) 也 是 线性 关系 . 又 因 s'(j3) = s(j8) = bs = s(j9) = 0, 故 
s'(b) 二 s(b)(b € (让 ,72)). 特别 令 b= a 而 得 s'(a) = s(a). 这 说 明 s(a) 的 
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决定 与 J 的 选择 无 关 . 又 由 s(a) 的 定义 方法 看 出 , s(a; jz, 六 ) 是 s(a) 的 线 
性 式 , 且 由 s(j2; j2, 族 ) = 1 s(7; 7, 访 ) = 0 得 证 定理 中 所 需 的 关系 . 

反之 , 如 满足 定理 要 求 的 s(a) 有 两 个 为 s1(a), sz(a), 则 在 任意 的 J(J c 
I) 内 , 它们 有 线性 关系 . 因为 线性 关系 的 系数 只 由 在 两 个 a 上 的 值 所 决 
定 , 故此 系数 与 J 的 选择 无 关 . 

此 定理 中 的 s(a) 称 为 了 内 的 典范 尺度 (canonical scale). 这 有 (内 在 
的 ) 概率 意义 , 且 与 了 的 坐标 选择 (与 实数 区 间 的 拓扑 对 应 的 方法 ) 无 关 . 
典范 尺度 与 下 节 中 叙述 的 典范 测度 都 是 W. Feller 提出 的 . 

例 令 z( 人 是 已 = 有 LIU{col 上 的 Wiener 过 程 . 若 令 了 = RL 则 
I 的 点 都 是 正则 点 . 试 证 s(z) = az + 8. 由 Wiener 过 程 的 左 、 右 对 称 性 
得 


s(2 jo) 一 
(2 2) = 5(s(7) + s(j2)). 


因为 s(z) 是 连续 的 , 故 可 知 s(z) 三 az + 6. 


8$54 ” Feller 典范 测度 
先 粗略 说 明定 义 典范 测度 的 过 程 . 与 上 节 一 样 , 令 了 为 正则 区 间 . 取 
区 间 J 使 了 cl, 且 令 
py (a) = E(7(®)), gy (a) = —p, (a). 


可 证 gy(o) 关于 s(a) 是 凸 的 ， 


_ dg,(o) 
ds(a) 


是 a 的 增 函 数 . m ,(o) 不 一 定 连续 . 若 令 J C 7, 则 对 ae J, 可 得 
Mm) (a) = Mm,), (a) + 常数 ， 
故 若 在 了 内 任 取 一 定点 ao, 按 m, (ao) = 0 而 规范 化 , 则 得 


mm) (a) = My, (a), 


m,(a) 
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因此 , 把 它 定义 为 m(a) 就 得 工 上 的 增 函 数 . 测度 dm 就 是 Feller 典 范 测 
度 (canonical measre). s 一 经 决定 , 则 m 除 附加 常数 外 可 以 确定 , 若 令 s 
为 s' = 二 Qs 二 +B, 则 m= a-lm++B'. 需要 证 明 的 是 下 面 的 三 个 定理 . 

定理 1 p,(a) < 

证 明 与 上 节 证 明 7 发 内 样 , 考虑 wl < wo <vi<w 对 刀 = 
(w1;01), J2 = (wz,v2), 假定 pj (a),pj, (a) < oo, 然后 对 J = (wi,v2) 导出 
pj(a) < co 即 可 . 因为 已 知 z(%(t) 跑 出 J 的 概率 为 1, 故 可 就 轨迹 计算 
pj(a) = E(7()). 利用 强 Markof 性 , 当 ae 厂 时， 


pi(a) =p,, (a) + s(@; V1, 41)py, (V1) + s(Q; V1, V1)s(V1; 2, v2)p,, (U2) 
+s(@; v1, 41)s (v1; U2, V2)s(u2; v1, U1)p,, (V1) 十 ……， 


由 于 s(vi;w2,v2) < 1, 此 级 数 收敛 . 
定理 2 gq,(a) 关于 s(a) 是 凸 的 , 因而 当然 是 连续 的 . 


证 明 ”利用 强 Markoff 性 , 当 <al<a<as< jo 时， 
p, (a) Pla1,a2) (0) 十 s(ai al a2)p, (ai) 十 s(ai a2， a1)p, (a2), 
(这 在 Dynkin 定理 中 已 以 更 一 般 的 情形 证 明 ). 以 s(a) 表示 s(a; a1, a2), s(a; 
a2, Q1) 得 


_ s(oz) -sa) so) -slo) 
p,(a) =p(a1,a2) (0) a s(a2) — s(a1) pj(a 1) 十 s(a2 j= 了 2) 


s(a2) — s(a) s(a) 一 s(al) > 
0) a (al) 十 pp ep wad 2). 
因此 py(a) 是 凹 的 ， 而 dy (a) = 一 Du (a) 是 凸 的 . 
由 此 定理 可 以 决定 m,(a) = dg,(a)/ds(a), 而 且 它 是 增 函数 . 
定理 3 若 Jc 几 则 mi;(o) 三 m，,(a)+ 常数 ,ae J. 
证 明 “与 定理 2 的 证 明 一 样 ,对 ce J， 


sU2) 一 s(a)，，、 s(a)— s(j1) 
Dr(a) = Du(a) 十 s(j2 ja sD + s(jo )— si ?7 (2)- 


车 关于 s 微分 , 则 第 二 项 和 第 三 项 都 为 常数 , 故 
m,,(a) = m,(a)+ 常数 . 
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令 了 为 zc)(t 的 正则 区 间 , s(z) 和 dm(z) 分 别 为 典范 尺度 和 典范 测 
度 . 更 令 47 为 zto( 在 I 上 的 局 部 生成 算 子 . 证 明 Feller 典范 形 : 


Ar = (Dm D+)I (55.1) 


就 是 本 节 的 目的 . 
先 说 明 DD+ 的 定义 . 固定 z, 像 普通 的 微分 定义 一 样 , 定义 


jim {+e) f(r) 
De f(z) = lim s(T+ée)— s(r)’ 


_ 1 Dif(z+e)- Dif(z -ee) 
DmD» f(z) = 了 m(z+e)— m(z—e’) 
要 下 此 定义 , 只 需 在 z 的 邻 域 定义 f 即 可 . 令 f 为 定义 于 开 区 间 了 的 函 
数 , 如 对 所 有 的 ze 7, 可 确定 上 面 的 Dm D+ f(x), 且 对 zx 连续 , 则 定义 
f ED(DmDI)r), (DmD3)rf(z) = DmD? f(z). (55.2) 
因为 , f 当然 必须 是 连续 的 . (55.1) 肯定 , 两 边 的 算 子 的 定义 域 与 值 域 是 一 
致 的 . 
引 理 1 se€eD(Ar), 且 4rs(z) = 0. 
证 明 0 可 以 看 作 连续 函数 , 故 只 要 对 任意 b 证 明 hbs = 0 即 
可 . 采用 851 定义 2 定义 4 . 令 b 的 邻 域 J = (7, 思 ) 为 使 了 CT 的 区 
间 . 若 令 sy(z) = s(x; j2, 族 ), 则 可 以 写成 s(z) = asy(z) +B, 故 只 要 证 明 
ApsJ = 0. 由 Markoff 性 ， 


sJ()) = 小 P(t,b, dy)s(y) + P(T®) < t, 2 (70)) = 力 ) 
J 


= | P(t,b, dy)sy(y) + o(t). 


i{ f Pehly) -0)) =0l) 
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即 
ApsJ 一 0. 
引 理 2 令 q(z) = /5 m(y)ds(y)(zo 是 了 内 任 一 定点 ,z 则 为 了 内 
的 动 点 ), 则 g € D(4;) 且 Arq(z) =1. 
证 明 ”与 引 理 1 一样 , 对 be 了 证 明 hbg = 1 即 可 .考虑 5 的 邻 域 J 
JCT, 则 对 ze 了 


dq, (7) _ 站 
‘ds(z) 一 ?mn(Z) 十 常数 ， 


故 q(x) = qz(z) +as(z) 十 6. 由 引 理 1, hss = 0, 故 如 能 证 4pqy = 1, 即 
45py = 一 1, 则 本 引 理 得 证 . 利用 Markof 性 ， 


pr / Py(t,b,dy)(ps(y) +t) + ECT); Tl) < 
和 1 P(t,b, dy)p7(y) + Pi(t,b, 7) t+. 0() 


| Pi(t,b, dy)ps(y) + (1 — ot)) t+ to(t). 


H{ f Prt owpty) -pO} =-1+00) — -1 


引 理 3 车 feD(41), 且 A1f(b) > 0, 故 在 b 的 某 邻 域内 , f(z) 关 
于 s(z) 是 凸 的 . 

证 明 ”因为 Arf 连续 而 且 Arf(b) > 0, 故 在 b 的 某 邻 域 J 上 
Arf(z) > 0. 在 J 内 任 取 两 点 a1,a2, 又 定 出 a,6 使 

f(ai)= as(ai)+B, i=1,2, 
则 只 要 证 明 , 对 al < z < os， 
f(r) < as(7)+B 
即 可 . 因为 g(z) = f(z) - as(z) - 6 是 连续 函数 , 故 在 al < z < aa 上 取 
最 大 值 , 设 为 g(ao). 当 ao = al 或 aoas 时 , 上 式 (化 为 等 式 ) 成 立 . 若 
ao € (a1, a2), 则 因 g(z) 在 ao 取 极 大 值 , 故 Arg(ao) < 0, 从 而 
Arf(lao) < aArs(ao) + BAr1:1=0. 


此 与 41f(z) > 0(ze JJ) 矛盾 . 
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定理 1 若 feD(h1), 则 feD((DmD+)7), 且 在 了 内 ， 
Arf = (Dm D+)1f, TAsf = DmDt+ f(z),z El. 
证 明 令 feD(4r),a = Arf(b), 并 令 
g(z) = f(z) — (a — 6)a(z), 
则 
Arg(b) =a- (a-6):1=6>0, 


故 在 b 的 某 邻 域 J 上 9 关于 s 是 凸 的 , 因而 Dtg(z) 在 7 内 是 增 函数 . 
故 若 在 的 两 边 取 J 的 点 b1,b2(bz > b> 中), 则 


Dtg(b2) > D3 g(bi), 


因此 
D+ f(b2) — D+ f(b1) > (a — 6)(m(ba) — m(b1)). 
故 得 
D+f(by) = D+f(b) 
i ny 
由 此 得 


D+f(b+e) — D+f(6—e') 
dd hn a ined A A 
oolo mb+e) mb-e) < 


同样 取 w+6 代替 a -6 就 可 证 lims,s'1o < a. 因此 
Dm D+ f(b) = Arf(b). 


因为 右边 关于 连续 , 故 得 (DD+)zf(b) = Arf(b). 
定理 1 的 逆 定 理 如 下 . 
定理 2 若 f€D((DmD#)7), 则 / ED(h7), 且 在 工 内 ， 
(DmDi)rf = Arf. 


证 阴 ” 设 的 点 全 部 都 是 z((t) 的 一 维 扩散 点 , 且 设 工 是 z(®)(t) 
的 正则 区 间 . 首先 定义 L 如 下 : 
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bel— Lf = DnDt+f(b), b¢I— Lof = 4 
其 次 定义 工 为 
D(L) ={f/ 对 所 有 b, f € DD(L), 而 且 Lsf 对 be RR 连续 }， 
Lf(b) =Lof. 


车 fe D(A4), 则 fe D(A1), 故 由 定理 1, fe D((DmD+)1), 车 be 了, 则 
fe D(Ls), 而 且 


Lof = DmDs f(b) = Aof = Af(b). 


车 bg 了 则 由 feD(4) 得 feD(4s), 故 feD(Ls), 而且 Lf = 4of = 
Af(b). 因为 Af(b) 关于 5b 连续 , 故 fe D(L), 而 且 Lf= 41 故 工 > 4. 

其 次 证 (和 一 工 )-1( 和 A > 0) 的 存在 ， 为 此 , 只 要 从 Xu = Lu 得 出 
二 0 即 可 . 令 的 最 小 值 为 u(a), 试 证 ul(a) > 0. 若 ae 则 在 a 的 邻 
域 上 Zu(z) = DmDtu(z). 车 wa) < 0, 则 Lu(a) < 0, 故 在 a 的 邻 域 上 
DmD+tu(z) < 0, 故 D+u(z) 下 降 , 一 u(z) 关于 s(z) 为 凸 . 因此 -wu(zx) 不 能 
于 a 取 最 大 值 , 即 v(z) 不 能 于 a 取 最 小 值 , 这 与 假设 矛盾 , 即 有 w(a) > 0. 
若 o& 了 7 则 Zu 人 a) = hor 而 且 w(a) 最 小 , 故 由 4。 的 定义 得 A > 0， 
此 w(a) = 和 -1Lu(a) > 0. 于 是 无 论 如 何 wo) > 0, 即 w > 0. 又 如 以 一 v 
代 % 就 得 w < 0, 故 久 =0. 

由 工 >4 得 (入 -站 -1>( 和 -4)-1= 有 RR. 因为 R、 的 定义 域 的 全 体 
是 忌 , 故 (和 -站 -1=( 和 -4)-1. 故 工 = 4. 

令 je3(DnD+)r)), 为 了 工 的 任意 点 , 若 能 确定 4。f 并 且说 明 它 关 
于 连续 , 则 定理 证 完 . 能 在 I 的 任意 子 区 间 K = (k1,k2)(K C 站 内 证 明 
hbf 连续 即 可 . 又 可 以 令 K 的 端点 是 m 的 连续 点 . 取 满足 KCcJCcJcI 
的 区 间 J = (71,j2) 并 令 其 端点 也 是 mm 的 连续 点 . 试 构造 g 使 其 在 K 上 
与 f 相等 , 在 J 外 则 为 0, 而 且 使 Dn,D+g(b) 关于 be 了 连续. 如 能 这 样 
构造 , 则 9 属于 工 即 4 的 定义 域 , 因而 Abg = Ag(b) 连续 于 be J. 因 在 
K 上 f = 9, 故 利用 局 部 性 得 4f = hsg, 于 是 /be 天 也 连续 . 剩 下 来 
的 就 是 9 的 构造 . 也 可 以 构造 h = Lg 来 代替 g. 因 在 K 上 h = DmD+f， 
在 J 外 hh=0, 故 只 要 在 [ 记 ,k1],[kz,j2] 上 定义 它 . 今 说 明 在 前 一 区 间 上 
如 何 构造 , 由 于 “D+th 在 m 的 连续 点 上 的 连续 性 ”和 “D,,D+h 的 连续 
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性 ”, h 应 满足 的 充 要 条 件 是 : 


l2(h) =h(k1) = Dm Dt f (ki), 


kl 
有 = / h(z)dm(z) = D+ f(k1), 
J1 


= 人 下 (zjdmtzjds(g) 
=/ nl h(x)(s(k1) — s(z))dm(z) = f(k1). 


因为 C[i1, ki] 上 的 泛 函 11,12,13,14 显然 线性 无 关 , 故 这 样 的 h 的 确 存在 . 
在 [kz,j2] 上 也 是 如 此 . 于 是 定理 2 完全 得 证 . 


456 ”一 般 通 过 点 上 的 局 部 生成 算 子 


RR 的 开 集 1, 车 能 与 实数 的 开 集 (71,72) 同 胚 , 则 简称 为 R 的 开 区 间 . 
a 称 为 开 区 间 了 的 端点 , 就 是 指 {a} UT 与 半 开 区 间 [ri,72)( 或 (r1,72]) 同 
胚 . 在 这 个 拓扑 对 应 中 , a 当然 变换 到 ~ (或 72). 
令 a 为 只 由 扩散 点 构成 的 开 区 间 了 的 端点 . 对 a 的 充分 小 的 邻 域 EF 
如 有 
P( 对 0 < t < 7 中 之 t, z(t) € {a} UT)=1, (56.1) 


则 称 a 为 一 般 通 过 点 .一 般 通 过 点 仅 限于 它 是 一 维 点 时 才 成 为 通过 点 (852). 
在 通过 点 的 左右 分 类 中 , 点 的 邻 域 同 胚 映射 于 实数 区 间 的 映 象 方式 
与 方向 有 关 . 同样 , 对 一 般 通 过 点 , 若 把 {a} UT 映射 于 [r1,72), 就 是 一 般 
右 通过 点 , 而 映射 于 {ri,r?] 时 , 就 是 一 般 左 通过 点 . 以 后 仅 讨论 一 般 右 通 
一 般 右 通过 点 仍 有 可 能 是 套 点 , 若 把 这 种 过 于 简单 的 情况 除外 , 取 a 
的 充分 小 的 邻 域 V, 则 除 (56.1) 外 还 可 假定 


E(t)) <o00, beU. (56.2) 
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设 把 {a} UT 内 的 点 与 所 对 应 的 [ri,72) 内 的 点 看 成 同一 点 . 因 接 近 
ri 的 点 位 于 UV 内 , 故 使 [ri,é&) 包含 于 U 内 的 & 的 上 确 界 75 > 1， 
若 对 71 <E<7s, 令 


p(é) = 已 (7 人 )， (56.3) 
则 0<p(é) < oo. 因为 ze 人 的 当 0 入 上 < Tt) 时 常 处 于 [ri,72) 内 , 而 且 


t 在 Tm) 的 附近 时 接近 于 7, 故 存在 这 样 的 t: ze 的 = 和 0 和 t< TY). 
令 满足 这 种 关系 的 最 小 的 t 为 r*, 对 它 用 强 Markof 性 , 则 得 


p(é€) + E(7®) = Er) (56.4) 


因为 ri,r) 是 一 维 扩散 点 的 集合 , 故 与 正则 点 的 情况 (855) 一 样 , 可 
以 证 明 pu(€) = EE(7&) 满足 


4epr = —1. 
故 得 下 述 结论 . 
引 理 1 
Aep=1. (56.5) 
引 理 2 若 fe D(4,),V 是 a 的 任意 令 域 , 且 
Avf(71) > 0， 
则 对 足够 小 的 s(> 0)， 


fl(E) > fm), ri<éE <rnte. 
证 明 ”因为 Avf(r1) > 0, 故 对 足够 小 的 e， 
Avf(£) >0, ri<é€<rite. 


因此 f(é) 不 能 在 rm < 上 < ri +e 内 取 极 大 . 故 f(&) 在 上 = "1 的 某 邻 域 
(ri < &€<ri+65) 上 或 者 非 增 , 或 者 非 减 . 如 是 前 一 情况 , 则 4.,f = 0， 即 
Avf(r1) = 0, 此 与 假设 矛盾 . 

定理 1 若 f € D(Av), 则 


2 
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证 明 ”车 令 Avf(m1)=a, 则 g(€)=f(6)--(a--e)p(8),r1<&<7s, 满 
足 ge 人 D(Av), 并且 
Avg(71)=a—(a-e):1=e>0. 
故 g 在 7i 的 右边 增加 , 因而 
g(é) 2 g(r71), ri1<é€<rito, 


于 是 
Tf >a- ri<é<rto, 
故 
Ne A Bret A 
典 p> 
同样 
mf 


en p(é) 
857 ”最 初 通 过 时 间 的 分 布 


令 T= (ri,72) 为 ro 人 的 正则 区 间 , s 和 dm 分 别 为 其 典范 尺度 与 
典范 测度 . 取 了 的 子 区 间 J = (jj2),J 了 c J, 且 令 a 为 7 内 的 任意 点 . 令 
7 为 Q(t) 在 J 的 最 初 通过 时 间 . 易 见 多 的 平均 值 有 限 , 因而 它 以 
概率 1 为 有 限 的 . z()(r?)) 就 是 访 或 jz, 根据 这 两 种 情况 分 别 规定 

(a) (a) (a) 


Ti 三 Ty ， 7 三 0%0, 
或 
To) a 7(0), 7(®) ER 
To < oo 等 价 于 7 = 7 加, 即 zo(r 访 )= 产 如 855 所 证 ， 
47 = (DnDz)7 (57.D) 


sjJ(a) = s(@;j2, 1) = Pr < co), 而 且 


4ysy(a) = 0， 


| | (57.2) 
sjJ{ 思 十 0) =0，sy(72 -0) = 1. 
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这 由 (57.1) 及 sy(a) = (s(a) 一 s(7))/(s(z) - s(j1)) 易 得 . 
其 次 , 若 令 py(a) = (rh ), 则 如 855 所 述 ， 


4ypy(a) = 一 1 (57.3) 

进而 还 可 证 明 

pjJ(ji+0)= p71(j2 一 0) = 0. (57.3") 
实际 上 , 因 广 是 正则 点 , 故 对 其 充分 小 的 邻 域 UV, 得 pr(z) < e,z EU. 
pr(z) = E(ry)). 取 一 充分 小 0, 使 K = [1 71 十 9] CU. 对 ze 下 有 

pz(z) =DpK(Z) 十 szi6 太 )pzr(E) < e+ s(r;é,j1)p7(é). 
车 令 z 一 思 , 则 s(z;6 放 ) 一 0. 于 是 
PJ( 庆 十 0) 和 es, 故 pz(7 二 0) = 0. 


同样 
pJ(j2 一 0) = 0. 
定理 1 sy 及 pj 分 别 由 (57.2) 和 (57.3), (57.37) 决定 . 
证 明 ”由 上 述 易 知 sy 及 py 分 别 满足 这 些 条 件 . 又 由 (57.1) 知 Ayw = 
0 有 两 个 线性 独立 的 解 , 因而 由 上 述 的 边界 条 件 , 可 知 解 是 唯一 决定 的 . 
以 后 对 i= 1,2, 令 
pildt,a) = P(r® € dt), 


二 i (a) 
fia(a) = 上 eopi(dt,a) = 已 (em ). 
0 


定理 2 人 A、 是 


A = MP PIA(N1+0)=1, fa(j2 -0)=0 (57.4) 
的 唯一 解 ; 同样 2o 是 

Ap2as = MP2 Poalj2 —0)=1, Poa(Ni+0)=0 (57.5) 
的 唯一 解 . 


证 明 ”考虑 六 如 前 , 令 


Py(t,a,dy) = Py(z(®(t) € dy, 7!® > t). 
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0 TR 
pi(dt 下 s,Q) | Pr(s, a, dy)p1i(dt, y), 
Oo 
| eopi(dt+ s,a) = | en S$, Q, sj/ Mpi (dt, y), 
0 


~ | epi(dt, a) = | Pils.0 dp) 
S J 


但 
/ etpl (dt, oj) 一 DAX(a) - 1 etpl(dt， a), 
3 0 
e-xtpl(dta) 和 p1([0, s],a) < Prr (a) < s) = o(s). 
0 

故 

exs(Dix(a) + 0(s)) = / Py(s,a, dy)P1s(Y). 

J 

由 此 立 得 


4u0IA = AGOIA(a). 
如 能 证 明 右边 关于 a 是 连续 的 , 则 即 已 证 明 在 J 上 
4JODIA = AOIN， 


现在 , 像 六 A(b) 定义 于 J 上 一 样 ， 若 定 义 于 另 一 区 间 天 上 时 , 就 记 
为 B1a(b; K)- 依照 以 前 多 次 用 到 的 强 Markoff 性 的 证 法 , 当 a < 时， 


Bis(b) = Bia(b; (a, j2))P1(a) 和 Bix(Q). 
故 全 、 单调 下 降 . 当 取 a < c<b ce 也 使 "充分 接近 于 时 , 若 能 证 
pia(b; (a,j2)) > 1—&, 
则 得 证 B1、 的 连续 性 . 
Pia(bs (6,2)) =B{e esi ee 人 一 对 
> ,0 (rle ,)) = 0) 


>e-X{P 人 <t) -P(r (rh) = 8)}. 
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其 中 天 是 与 jo 之 间 的 点 . 


_ a(0) — sla) 
s(k) — s(a) 


令 t=6/ 和 . 取 c 的 充分 小 的 邻 域 D, 使 B(79) < 5t, 在 U 内 取 a,b,k,a < 
c<b<k, 使 a,b 极其 接近 , 以 致 (s(b) 一 s(a))/(s(k) 一 s(a)) < 5. 因为 
E(7®),)) < E(r) < i&, 
故 
P10; (a, j2)) 之 et 人 1 > 20)， 
取 + 上 足够 小 , 则 上 式 右 边 
>(1-6)(1-25)>1-e(6= 3 
故 得 证 81、(a) 的 连续 性 . 
剩 下 来 的 是 要 证 DA( 思 +0) = 1 一 0) =0 以 及 唯一 性 . B1、(a) 
随 a 增加 而 减少 , 并 且 处 于 0 与 1 之 间 . 若 在 六 的 左边 取 后, 在 a 与 和 
之 间 取 kz, 则 像 证 连续 性 一 样 , 可 得 
BA(o) > eM{P(TE) eo) < — P(e Op)) = ko)}. 
由 此 可 见 当 a 充分 接近 于 ji 时 , Bih(a) > 1-e 故 记 A( +0) =1. 同样 
Goa(j2 一 0) = 1. 由 于 
Bia(a) + Par(a) = Be ) < 1 
故 
pis(j2 —0) < 1— pa(j2 —0)=0,， 即 Ps(j2 一 0)=0. 


为 证 唯一 性 , 只 要 由 Aju = Mw,u( 困 十 0) = vu(j2o 一 0)=0 推出 w= 0 
即 可 . 如 在 某 些 点 上 v > 0, 则 v 在 J 内 取 正 的 最 大 值 , 设 为 u(a), 则 
Am(a) < 0, 与 u(a) < 0 矛盾 , 故 w<0. 同样 证 明 v > 0, 因此 w=0. 

定理 3 令 (a) = Be-xr7 ), 则 它 是 


APA =MP, PN+0)=P(j2 -0)=1 
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-5 了” 二 ””  - 


的 唯一 解 . 
证 明 ”由 定理 2 所 用 的 公式 


rs 网 
fp\(a) = Be )= G1\(a) + polo)) 
即 得 
4JD = 4JDIA + A1P2s = AGOIA + XG2 = MDA. 


又 
BN +0) = PN +0) +Paa(Ni +0)=1, 


$\(jz — 0) = Bi1\(j2 一 0) 十 Goa(j2 —0)=1. 
故 分 满足 定理 中 的 方程 及 边界 条 件 . 解 的 唯一 性 证 明 与 定理 2 一 样 . 
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令 及 为 实数 集合 R1 或 其 区 间 [ri,72]. 令 ro( 为 民 上 的 扩散 过 
程 . 由 Ray 定理 , 有 


P{|lz®(t) -él >eHt=0 (to0). (58.1) 
车 假 定 
Z(t) — Elz(6) 人 一 
Zz(€) (1) — £)2: |z(é) (t) 一 
be) = 如 E{(z(*)(t) —é€) 和 (t)—é <e} (58.3) 


对 某 s > 0 存在 , 则 由 (58.1), 对 所 有 的 <>0 都 存在 , 而 且 其 值 与 s 无 关 . 
若 a(&) 与 b(&) 都 是 & € (m1,72) 的 连续 函数 , 则 z9(t) 叫做 及 (= (71,72]) 
上 的 古典 扩散 过 程 或 Kolmogoroff 扩散 过 程 . 利用 zko)( 的 转移 概率 
P(t,a,E), 可 把 a(€),b(&) 写 为 


el , 
0 =Mi /Pe a) (58.2) 


二 1 _¢£\2 / 
oe) = Pdy) (58.3) 
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a(é) 可 取 正 负 值 , 但 ME) > 0. 

例如 , 对 Wiener 过 程 , 求 得 a(é€),5(€) 为 
a(€£) =0， b(€) =1. (58.4) 
定理 1 车 f 是 J= (有 1,j2)(71 < 刘 < jp < 72) 内 二 次 连续 可 微 函 
数 , 则 fe D(4J), 而 且 
41f(6) = (a(OE+ a)/( 8). (58.5) 


证 明 ” 因 上 式 右 边 是 en 故 只 要 证 明 Aef 等 于 右边 即 可 . 
对 &€ J65>0, 取 e > 充分 小 ,就 |y 一 €| <e 而 论 , 有 


FW) -=f -6+ OE ey, 
| ,feWPl ty) ~ 10 
=/ -fe) PG) + ot) 


ly—él<e 


= | -OP Gd) 


f°(é)+6 —£)2 0 
to /Pe,dy) + ol 


=f (0)a() t+ OEEie) .t+ ol) 
故 得 


msi{ {WP 100) < arO + Op) + Os 
ly-él<e 


由 (58.1), 左边 与 无 关 , 故 右边 的 5 可 以 任意 小 , 因此 这 一 极限 <af'+ 
2f”"， 同样 取 下 极限 就 有 > aj + $1”. 结果 得 f e D(4e), 而 且 hef = 
af '(€) + $1"(é). 

定理 2 车 b(€) > 0, 则 & 是 正则 点 . 

证 明 车 & 是 右 通过 点 , 则 对 D(Ae) 中 在 的 邻 域 J 上 增加 的 函 
数 f 有 4ef > 0. 但 车 在 的 邻 域 上 定义 f 为 


f(z) = (z ~—é€) — B(z —é), 
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则 
(or + 371")(8) =a— Bb. 
若 令 6 > a(é)/b(E), 则 上 式 为 负 , 故 得 
Aef = 1 = (of + 271")() <0, 
而 发 生 矛 盾 . 因此 不 能 是 右 通过 点 . 同样 证 明 它 不 能 是 左 通过 点 . 故 是 正 


则 点 
现在 , 对 于 在 J 上 二 次 连续 可 微 的 函数 , 定义 算 子 D, 为 
Dj = ol (0) + Le) (58.6) 
定理 3 ” 若 在 上 b(€) > 0, 则 
ey (58.7) 


证 明 ”由 定理 1, 47 > DJ. 将 Dj 变形 得 


pre (ror) (0- fa) 


_b —B/.B ar dd 1 dd 
= 和 (ef) = gs ef 


= f(t) (m= / edé, m= / jerdé). 


因为 4y7 = (DmD+)y, 故 4mu =0 的 全 体 解 为 {a 十 6s}, Dru =0 的 全 体 
解 为 {a + Bs1}. 由 于 Ay > DJ, 故 前 者 包含 后 者 . 因为 二 者 都 是 二 维 的 
线性 空间 , 所 以 一 致 . 故 得 s = a 十 fs1. 其 次 , 若 令 


d 一 ma f me- 3a, 
则 Digq=1, 故 41q=1, 即 DmDiq=1. 


a= /mas+7s+5= 8: fmasi+ y's 二 6， 


dg / 1 1 
7 一 re =— 本 
er re 7 一 了 Tt 
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故 可 以 考虑 mm = mi,s = s1. 车 fe D9(4J), 则 Dn,D+ j(E) 连续 . 因为 
2 .e2 是 连续 而 且 是 正 的 ， 故 上 述 连续 性 实际 上 就 表示 (e-37')' 的 连续 性 . 
故 e3f' 是 连续 可 微 的 . 由 于 (e-8)' = -e-3. 傣 , 故 e-8 是 连续 可 微 的 ， 
从 而 fr 也 如 此 , 即 f 是 二 次 连续 可 微 的 . 故 fe D(DJ), 于 是 4 与 DJ 
连同 定义 域 一 起 是 一 致 的 . 

例 ”对 Wiener 过 程 ， 


DJ D(DJ) = C2(7). 


2 
rr 
由 上 述 定理 , 此 算 子 即 47. 令 J = (1,j2) 为 有 限 区 间 ; 且 令 sy(z) 为 自 
7 出 发 先 到 达 右 端点 的 概率 , 则 由 上 所 述 , sj(z) 是 

Aju=0, wu(j2)=1, wv(j1)=0 
的 解 . 由 于 4y = DJ, 故 Aju =0 表示 w=0, 即 w= az+B. 故 得 
Z 一 Ji 
SJ(Z 三 一 一 
J2 一 J1 


这 表示 z 就 是 典范 尺度 . 
又 Py(z) = Br 名) 是 
Am=—1l, wu(ji)=u(j2)=0 
的 解 . 由 Ajwu = 一 1, 即 w' = -2, 得 w= -Zz2+cz+d, 由 ww(N1)= wv(js)=0 
定 出 c,d, 得 
4 = (ja 一 Z)(z 一 万)， 
典范 测度 dm 就 是 


册 = 二 富 7 
ds dz 


若 要 求 上 节 中 定义 的 BA(z) = BE(e-r 名 ) 只 要 解 
Au = Mu， lj) = uh) = 


得 
u = aeVTz + pe-V2xz 


而 a,B 由 (7) = w(j2) = 1 决定 . 
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i 克 了 ”人 


859 ”关于 Feller 算 子 DmD+ 的 端点 的 分 类 


暂时 放下 Markof 过 程 的 概念 ， 一 般 地 假定 在 区 间 I = (mi,72) 上 
已 定义 连续 、 狭 义 增 函数 s(z) 与 右 连 续 增 函数 m， 像 以 前 一 样 , 定义 
(DmD+)1, 并 称 之 为 Feller 算 子 . 现在 ， 根据 DuDt+ 把 工 的 端点 71,72 
分 为 四 种 : 正则 边界 (regular boundary)、 流出 边界 (exit boundary)、 流 入 
边界 (entrance boundary) 和 自然 边界 (natural boundary). 为 此 首先 引入 
下 面 的 数 : 
nm- | amsy), p= {asamty) 


ri<y<r<ri ri<y<T<r1 
m= | ms), m= ds(z)dm(y). 


r2>y>7T>72 r2>y>T>r7s 


0; <o0， ju < oo 时 , 称 ri 为 正则 边界 ， 
gi <oo， ji = oo 时 , 称 r; 为 流出 边界 ， 
G0; =00， Hi < oo 时 ， 称 7; 为 流入 边界 ， 
o =00， ji = oo 时 , 称 ri 为 自然 边界 . 
j,i, 虽 与 r 的 选择 有 关 , 但 它们 是 有 限 的 或 无 限 的 却 与 此 选择 无 关 , 因 
而 上 述 的 分 类 也 是 这 样 . 
这 种 分 类 的 概率 意义 留 在 以 后 讲 , 现在 举 出 四 种 边界 的 例子 . 
例 1 设 DmD+ = 起 ， I = (—00,00), 则 mm = 2, s = 7, 故 
02 一 // dardy= | (y — 72)dy = %, 
oo>3y>Z>72 "2 
12 一 // dz dy = 0%. 
co0>Yy>7>732 


故 oo 是 自然 边界 , 同样 , -co 也 是 自然 边界 . 
例 2 ”车 令 DnD+ = 总 ,T= (-o0,0), 则 -oo 是 自然 边界 , 0 是 正 
则 边界 . 
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例 3 设 DnD+t = 二 +z2&,T = (0,2). 


了 


d 2 d2 d d 
Pr 天 FE 放生 RE 
dz dr7* Zr-2e-zdzezdz 
故 
dm = £2e-zdz, ds = ez dx. 
因 在 0 处 有 
和 三 // Z-2e-zeydz dy = co， 
0<VyY<ZT<1 
HL = y-2e-vesdy dz < oo， 
0<y<z<l1 


故 0 是 流入 边界 . 易 证 2 是 正则 的 . 
例 4 车 DnD+t = 一 竺 十 2 向, 了 = (0,o0), 则 0 是 流出 边界 , oo 
是 自然 边界 . 
860 ” 齐 次 方程 (入 一 Dn.D+)u 
二 0( 入 > 0) 的 特 解 
为 方便 计 , 可 设 rl < 0 < rz, 也 可 以 令 
m(0—) = m(0+) = 0, s(0) = 0. 
这 个 齐 次 方程 的 通 解 , 就 是 下 述 特 解 eo 和 el 的 线性 组 合 . 
Dm Dt eo = Meo, eo(0) = 1, D+eo(0) = 0, (60.1) 
DmDtei1 = Me1, el(0) = 0, Die1(0)=1. (60.2) 


为 求 e 与 e1, 只 需 解 下 列 积分 方程 
Z ré 
eo(z) =1+X eo(n)dm(n)ds(é), 


Z ré 
e1(z) = s(z) +A\ 下 [ ei(n)dm(n)ds(é). 
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i 和 PT 
因为 z < 0 的 情形 类 似 , 故 只 就 z > 0 时 来 叙述 求 el(z) 的 方法 . 若 令 


Wd f-…/ dn (6) ey), 
OE1S…SEén Er 


则 
(p10p20:**0Pm) oPm+1o.** oPmtn = Pi P20 0 Pmtn: 
但 
(p10p2)op3=Pp10 (p20p3), Pp1oPp2= p20P1 
未 必 成 立 . 
利用 这 些 记号 , 上 述 积分 方程 可 写 为 

eo =1+ Aeoom os, (60.1") 
el =8 十 Ae1omos. (60.2”) 


利用 逐步 逼近 法 , 形式 地 得 到 展开 式 
e0 =1l+AMmos+XMmosomos+Mmosomosomost..., 


el s+MAMsomos+Msomosomos+Msomosomosomost... 


如 能 证 明 这 些 展开 式 收敛 , 即 得 上 述 两 个 方程 的 解 . 
今 令 
o=mos, KW=som. 
上 节 所 述 的 os 与 jm 就 是 o(r2), J(r2), 因此 随 着 r 为 正则 边界 、 流 出 边 
界 、 流 入 边界 与 自然 边界 , o(r2), py(r2) 就 应 分 别 是 二 者 都 有 限 、 只 前 者 有 
限 、 只 后 者 有 限 与 二 者 都 无 限 . 


由 数学 归纳 法 得 
Do 
(1) (2) (n) nl 
Oe 
(1) (2 (n) nl! 


故 €0;€1 的 级 数 收敛 ， 而 且 有 
eo(z) <exc(z)， (60.3) 
el(Z) >s(7) eM). (60.4) 
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又 有 
eo(Z) Am o s(Z) = Mo(z), (60.5) 
el(Z) >XAs om o s(z). (60.6) 
现在 利用 这 些 不 等 式 来 研究 ei(z) 在 r 的 极限 . 
首先 注意 下 列 事实 : 
72 为 正则 边界 一 mm(rz) < co，s(ra) < co， 
r2 为 流出 边界 一 m(rz) = oo， s(72) < co， 
r2 为 流入 边界 一 m(r?) < co，s(ra) = oo， 
r2 为 自然 边界 一 m(r2) & 00, s(r2) < oo， 至 少 有 一 个 为 co， 
因为 
or)= 人 mhds 人 ) 
所 以 


alr2) > m(r2)(s(r2) — s(7s)), 
改 若 s(r2) = oo, 则 g(r2) = co, 因此 当 7。 为 正则 边界 或 流出 边界 时 ， 
s(r2) < oo. 同样 , 当 ra 为 正则 边界 或 流入 边界 时 ， m(r2) < oo， 
又 由 
pr) = | sdmg 
有 J(72) < s(72) .m(r2). 流出 时 s(r2) < 00,J(72) = oo. 故 得 m(r2) = oo. 
同样 , 流入 时 s(r?) = oo. 车 m(r2) 与 s(72) 均 有 限 , 则 pra),c(r?) 也 
均 有 限 , 故 2 为 正则 . 自然 边界 时 m 和 s 中 至 少 有 一 个 为 oo， 作 为 
m(72) = 00, s(72) < oo, 且 ra 为 自然 边界 的 例子 , 可 取 
7r2=1, s(z)=7, m(z) = (1— 2)-1. 
其 次 , 作为 m(r2) < cos(rz) = co, 而 且 7。 是 自然 边界 的 例子 , 可 举 
72 一 1， s(7)= (1—7)!, m(z)=7. 


最 后 , 如 令 


72 = 00, s(7) = 7, m(7) = 7, 
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则 得 到 m(r2) = oo0, s(72) = o0,72 是 自然 边界 的 例子 . 
当 7 为 正则 边界 或 流出 边界 时 , 由 (60.3) ~ (60.4), o(72) < 00, s(72) < 
oo, 得 eo(ra) < oo ei(72) < co. 当 72 为 流入 边界 或 自然 边界 时 ， 则 
clra) = coc. 故 由 (60.5) 得 
所 


eo(72) 二 Do， 


至 于 ei(x), 由 (60.6) 有 
r rré 
el(z) >Xs omo s(z) =A [ [ s(n)dm(n)ds(é) 


Z 人 
>Xs(72) | yh dm(n)ds(£) 一 Ms(72): o(72) = oo， 


其 次 , 为 求 Dteo(z), D+ei(z), 若 形式 地 微分 上 述 eo 与 el 的 展开 式 , 得 


Dr+eo(z) =Am+ Mmosom+ Mmosomosom+t..., 


Dtei(z) =1+ Msom+ Msomosom+t.... 


若 能 证 此 式 在 了 内 为 广义 一 致 收敛 , 则 得 证 这 等 式 成 立 . 证 法 与 前 面 eo, el 
的 展开 式 相 同 . 而 且 D+ei(r2)(i 一 1,2) 


在 ”2 为 正则 边界 或 流入 边界 时 , 为 有 限 ; 
在 rz 为 流出 边界 或 自然 边界 时 , 为 无 限 . 


证 明 也 与 ei(r2) 的 证 明 相同 . 
3861 ” 齐 次 方程 (入 一 Dn,D+)wu 
二 0( 入 > 0) 的 一 般 解 
令 w 和 ws 为 
(A- DnDi)u=0 (入 >0) (61.1) 
的 两 个 任意 解 . 对 wuz, 称 


W = W (wu1, V2) 一 Diu ‘U2 一 Dtwu, “Ul 


861 齐 次 方程 (和 一 DmD+)u=0( 和 >0) 的 一 般 解 177 


为 u1, uz 的 朗 斯 基 (Wronskian). 
定理 1 W 与 z 无 关 . 
引 理 1 令 wv 为 有 界 变 差 范 数 (function of bounded variation), 则 


du 2) =v du + udv = vdv + udv, 
(dw 是 对 应 于 ww 的 带 符号 测度 (signed measure), w*(7x) = w(x+0), w(x) = 


wz — 0).) 
这 引 理 由 


UTi)V (Ti) — UTi_1)v(Ti-1) 
=v(Zi)(u(Ti) — (Li1)) + uzTi1) (vzi) — v(Ti-1)) 
=V(Ti-1)(u(Ti) — UTi1)) + u(Ti) (vzi) — v(Ti-1)) 
而 明显 . 利用 此 引 理 来 证 明 本 节 定 理 1. 
dW =u2d(Diui) + Diuiduz — ui1d(Dtu2) — Di usdu! 
=w Mdm + DiuiDiuzsds — ui M2dm — DiusDtuids = 0. 
特别 地 , 求 前 节 中 ei, eo 的 朗 斯 基 , 则 得 
W (ei, eo) 一 W (ei, eo0)(0) 一 (Dyel "6E0 一 Dteo e1)(0) =1. 
引 理 2 2 > 如 (z > 0). 
证 明 名 -全 ==> 0 
引 理 3 : 随 xz 增加 而 减少 . 
证 了 明 D+ | 一 pa) = = 汪 < 0. 


引 理 4 ”信和 随 z 增加 而 增加 . 


证 阴 Dn, (加 一 Dm D+ eo:Di+e1— DD+el.D+eo 入 三/ Sie0 EY 


(D3 el)2 (Ds ei1)? 
入 
(piep > 0 


引 理 5 当 zTr 时 ， 
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€0 D+eo 二 1 一 0 ( 当 r? 不 是 正则 边界 时 )， 


el Diel elipDiyel 一 c>0( 当 r? 是 正则 边界 时 )， 


有 了 这 些 准备 后 , 试 在 齐 次 方程 (61.1) 的 解 中 找 出 满足 二 条 件 : 


(A)wu > 0， 
(B) u 1 (z 1 时) 
的 解 . 由 (A) 得 wu(0) > 0, 故 求 出 w(0) = 1 的 解 后 , 再 乘 以 正 的 倍数 即 可 . 
也 就 是 要 求 形 为 
4 一 e0 一 ?el 
的 解 . 由 条 件 (A)， 


y<- (z>0) 
el 


是 必要 的 . 又 由 (B) 得 Diu < 0, 故 


Dteo 
Z>0 
Dre; (z > 0) 


是 必要 的 . 由 上 述 引 理 ， 


= lim 0 7 = lim Dseo 
zirz el” — zir Ditei 
存在 , 而 且 7 满足 
7 之 YY 
反之 , 对 如 此 的 x, 令 


v= €0 — YE1) 


(61.2) 


(61.3) 


则 在 x > 0 时 , 满足 (A), (B). 至 于 在 z < 0 时 , 只 要 对 z < 0 考察 e0, el 
的 展开 式 就 可 看 出 : eo, -e 都 恒 为 正 , 而 且 是 减 函数 . 综合 上 述 即 得 下 述 


定理 . 


定理 2 ” 章 次 方程 的 正 而 且 下 降 的 解 , 在 u(0) = 1 的 条 件 下 , 由 


UL = €0— Yel 


给 出 . 这 里 7 是 7 与 了 之 间 的 任意 正 数 . 若 ?2 正则 , 则 Y < 了 故 所 求 
的 解 有 无 数 个 , 都 处 在 五 = eo - ?el 与 4 = eo 一 7el 之 间 . 在 其 他 场合 ， 


7 二 7 故 是 唯一 的 . 
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其 次 , 研究 4 在 7。 上 的 值 . 若 ra 为 正则 边界 , 则 


D+ eo(72) 
Dre (ra) 


u(r2) =eo(r2) 一 a alr, ) = 0. 


el(72) = 


U(r2) =eo(72) 一 D# (r2) 


对 流出 边界 ， 也 有 u(r2) 二 


对 流入 边界 , 则 
+e 
u(72) = lim {eolz) 一 Ee (ra)ei(z)} 
D+eo(7) 加 1 
< lim {eol2) ~ Dte, 的 ea = Drer,) 
又 对 充分 大 的 z， 
u(r2)+é€ > eo(Z) 一 2 (ra)er(z). 
其 次 对 充分 大 的 y， 
Dr+e 
ukr2) 十 2E > eo(z) 一 AT 

若 y> z, 则 ee 

s EO0\Y 

> ei1(y) — Drety) 
eo(y) _ /Dieo(z) Dseo(y)\ p+ 
(BD} {e000} = (De) pie) Dre) > 中 
改 1 
ur2) 十 2E > 万 eg 
因而 
u(72) 之 万 ao 
这 样 就 有 
u(r2) = 


Di ei(r2) 
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对 自然 边界 , 上 式 虽 也 成 立 , 但 因 Dx+el(rz) = oo, 故 u(r2) = 
用 同样 的 方法 也 可 求 得 D+w(r2). 概括 起 来 就 得 下 述 定 理 . 
定理 3 定理 2 的 “及 其 D+tw 在 ra 上 的 极限 值 是 


( 当 72 为 流出 边界 或 自然 边界 ; 
为 正则 边界 时 , 则 w = 0)， 
u(r2) = ( 当 ra 为 流入 边界 ; 
一 一 一 1 
Dsei(r2) ”为 正则 边界 时 , 则 去 = 万 ao) 
( 当 ra 为 流入 边界 或 自然 边界 ; 
为 正则 边界 时 , 则 D+ = 0)， 


Diulrz) = 。 ( 当 m 为 流出 边界 


“el(72) ”为 正则 边界 时 , 则 Dtw = 一 


0 


ek 
因为 此 “ 与 eo 是 线性 独立 的 , 故 任意 的 解 是 这 二 解 的 线性 组 合 av 十 
Beo. 因为 u(r2), Diu(7r2) 都 有 限 , 故 若 aw 十 Beo 为 co, 那么 这 是 来 自 eo. 
故 得 下 述 定理 . 
定理 4 ”上述 v 以 外 的 解 v 为 
|v(r2)| < oo( 正 则 边界 , 流出 边界 )， = oo( 流 入 边界 , 自然 边界 )， 
ID#v(r2) < oo( 正 则 边界 , 流入 边界 )， = oo( 流 出 边界 , 自然 边界 ). 


862 ” 非 齐 次 方程 (入 一 Dn.D+)g 
二 f( 入 > 0) 的 解 


上 节 中 求 出 的 齐 次 方程 的 解 w 是 正 的 单调 减少 的 , 而 且 在 r。 上 ,ww 和 
D+tw 都 有 有 限 的 极限 值 . 把 它 记 为 wz(z) = wz(z; 入 ). 同 理 , 正 的 单调 增加 
的 解 : wi(x) = ui(z; 和 ) 也 存在 , 而 且 在 r; 上 有 同样 的 极限 值 . 

如 上 节 所 述 , W = 玉 (wi,w2) 是 常数 , 若 考虑 W(0), 就 知 W > 0, 故 
如 以 适当 的 正 因子 匀 wi, 就 可 使 W = 1. 
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若 令 


,Tr<rg | 
K(x,y) = K(z,y;N) = Ui(T)u2(Yy), rT1<TSY < 
U2 (ZT) ul (y), ri<y <rI< T2) 


则 天 关于 变量 z,y 连续 且 对 称 . 又 K > 0 是 显然 的 . 
其 次 , 为 求 非 齐 次 方程 


Cs Pe 1) (62.1) 
的 特 解 go, 设 
oa)=KTa= |/ ™ K(z,y)f (Wdm(y). 


此 处 假定 f 有 界 、 连 续 , go(z) 有 意义 ( 即 上 述 积分 是 确定 的 ), 而 且 go(z) 
关于 z 的 连续 性 可 由 下 式 看 出 : 


ed Pl dt gl of f(y)ua(y)dm(y) 


i [swt w+ a [rand ty) 


此 处 ut 表示 D+u. 
既然 积分 算 子 K 的 意义 已 经 确定 , 它 显然 是 正 的 , 而 且 是 线性 的 . 
其 次 , 为 了 证 明 go 满足 (62.1), 利用 上 节 的 引 理 61.1, 就 得 

r+0 
Pe / f(y)ui(y)adm(y) + wa(z)f(z)u(z)am 
Pe / ™ f(y)ua(Wadm(y) — wiz) f(z)ua(z)dm 
Z 十 0 
TY 十 0 72 
4 | fam(y) + du A ,fwaly)dmly) 


r+0 72 
也 + go 一 Dy u2 上 f(yu(y)dm(y) + Diu | f(y)uz(y)dm(y). 
T1 Zr 十 0 


再 一 次 进行 同样 的 计算 , 并 利用 Xu = DmDxw 就 得 


DnDr+go = Mgo 一 了 
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当 ri ra 中 之 一 或 二 者 为 正则 边界 时 , 对 应 的 ui,va 有 无 限 多 个 , 故 
K 的 选 法 有 无 数 个 , 因而 go 也 有 无 数 个 , 但 其 中 任何 一 个 都 有 上 述 性 质 . 
研究 go 在 两 端 上 的 极限 值 , 则 得 下 面 的 定理 , 应 写 为 go(72 一 ) 的 记 为 
go(r2). 
定理 1 
(i) 车 rz 为 正则 边界 , 则 go(ra) = wz(r 2) /7 fuidm, 
(m2) = 过 Oo) fam 


(i) 车 ro 为 流出 边界 , 则 go(72) = 

( 道 ) 若 ra 为 流入 边界 , 则 go(rz) = wz(72) [7 fuidm, g3 (72) = 0， 

(iv) 若 ra 为 自然 边界 , 则 f(r2) 存在 时 , go(r?) 也 存在 , 且 
go(r2) = f(r2)/ 和 . 

证 明 (i) 是 明显 的 , 下 面 证 (ii). 

由 于 -一 

lgo(z)j| < (K .1)(z) sup |f(z), 


故 只 要 证 明 (K :1)(z) 一 0(z 一 rz) 即 可 . 
z+0 72 
MK .1)(z) =u2(7) 局 dut + vi(7) 上 dz 好 
=uz(z)ui(z) — ua(z)ut (71) + ui(z)lua (r2) — v2 (2)] 
=w(a)ut (0) + oD) = (0) 全 (ud)ds + ol)) 
< 村 加 三 村 Was+ol) 因为 -过 上 过 
=— 2(7)(u(r2) — ui(7)) + 0(1) — 0. 


( 阁 ) 的 证 明 . 令 M = pe , lf lw) 由 地 (rz?)=0 得 


lur(z) fy)dut W| < —Mu(z)ut (2) = M(1 — 过 (zjua(z)， 
另 一 方面 ,注意 到 存在 某 ;> 0, 使 ut 有 如 下 表示 ， 


加 = (eo(®) + er(z)) 
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因此 ， 


__ 1 fr) >\_- 
u2(r2)ui (72) = 二 + =1, 


Jlim, mo { "fad () =0 
Gii) 的 后 半 部 分 显然 成 立 


(iv) 的 证 明 . 首先 注意 w2(r2) = 0, wz (72) = 0. 对 任意 s > 0, 存在 &, 
使 得 对 任意 z > 上 有 |f(z) - f(r2)| < e. 因此 ,在 z> 时 ,有 


< 
go(z) =wa(z) . f(y)uly)am(y) 
+ {rout + [rad 


E 
(2) 人 f(y)ui(y)am(y) 


人 te 2(Z)u] +(z) 一 u2(T) ur (6) 一 ui(z)u2 (2)) 


-eg jy)ui(y)dm(y) 十 如 ll 一 uaz(z)ui (é)). 


令 z 一 mm 可 得 go(r2) < 4. 同 理 有 go(r2) > 人 


例 设 T= (00,+00), DmD+ = 当 E. 则 -co,+oo 都 是 自然 边界 ， 
故 wu 除 常数 因子 外 唯一 确定 . 解 


1d? 
3 rai = MMi, wi>0, vt1, v1, 
而 得 
Wi 一 ev2》z ua = e-V2》z 


因为 W(w1,w2) = 2V3X, 故 若 以 /(2V2A) 代替 ww, 则 得 W = 1, 故 有 


F = e—V2Me—yl, 
2V2 和 


因为 s = z,m = 2z, 故 


1 /™ -Vaxz-yl 
= = i 
喜人 。 f(y)dy 
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§63 ”Zz(9(t) 诸 量 在 正则 区 间 上 的 分 布 


至 今 为 止 , 只 研究 了 Feller 算 子 DD+ 的 解析 性 质 , 现在 再 来 研究 原 
来 的 问题 . 令 zx(%(t) 为 在 紧 致 的 (compact) 距离 空间 R 上 变动 的 Markoff 
过 程 , 令 RR 的 开 集 了 为 正则 区 间 . 也 就 是 说 , 令 7 与 实数 区 间 (ri1,72) 同 
胚 , 7 的 各 点 不 仅 是 扩散 点 , 而 且 还 是 正则 点 . 前 已 说 过 , 在 IT 上 存在 典范 
尺度 s 和 典范 测度 dm, 使 

Ar = (Dm D3 )1. (63.1) 

像 以 前 一 样 , 把 工 的 点 与 (ri,72) 的 点 同样 看 待 . 以 Pr(t,é,E) 表示 
从 工 的 点 上 出 发 未 跑 出 了 而 经 t 时 后 到 达 E 的 概率 . 若 令 7) 为 z)(t) 
跑 出 了 的 最 初时 间 , 则 

Pi(t,é,E)=p{z)(t) € E, 7() >t}. (63.2) 


当 r(5 < oo 时, z(9(r 久 ) 不 属于 7 本 身 , 而 属于 工 在 RR 中 的 边界 点 上 ,但 
对 任意 5 > 0,z(e(r(5 - 5) 则 属于 也 而 且 由 于 zs(t) 的 样本 过 程 连续 , 故 
ze(r* 一 0) 确定 而 且 等 于 ri 或 72. 令 TS) = Tt (7), 在 TS) < co 并 且 
zl9(rt5 - 0) = ri 时 等 于 r(5, 在 其 他 情形 则 等 于 co. 同样 利用 r 来 定 
义 r6 = r9(D. rt 就 是 z(t) 从 7; 这 边 跑 出 工 的 时 间 . Te 的 分 布 
记 为 pi(dt,é). 

不 求 Pr(t, zx, 马 ), pi(dt,é&) 而 计算 它们 的 Laplace 变换 


OO 
Ri(M, 7, E) = 上 epPr(t, x, E)dt, (63.3) 
0 


a | ety,(dt, €). (63.4) 


本 节 的 目的 就 是 说 明 下 面 的 一 些 定理 . 
定理 1 利用 上 节 的 wx(6 (i= 1,2) 及 Ks 就 得 


RIi(M, x, E) = | Kole may) (63.5) 
_ v2a(é) 


woA(r1)’ 


palé) = 人 (63.6) 


uA(r2) 


OIX(E) 
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若 7; 为 正则 边界 时 , waix(5) 应 取 为 W (6 即 wia(7;) = 0 的 解 , 而 Ka(z,y) 
则 由 此 等 解构 成 . 

在 (63.6) 中 , 譬如 , wax(ri) = oo, 则 OA(e) = 0, 即 P(7( 人 = 00) = 1， 
这 表示 不 能 到 达 ni. 车 wax(ri) < o0, 则 Pax(6) > 0, 且 Pr 9 < co) > 0， 
而 表示 有 到 达 ~ 的 可 能 性 . 因此 得 下 述 定理 

定理 2 ”在 有 限时 间 内 可 能 到 达 正 则 边界 与 流出 边界 , 但 在 有 限时 
间 内 不 能 到 达 流 入 边界 和 自然 边界 . 

今 证 定理 1. 先 在 I 内 取 区 间 J = (7,7j)(7 c 7 了 ), 而 对 J 证明 定理 . 
对 J 采用 RJj(X,z, EE), Ka(z,y; J), pi(dt, é, J), Pia(€; J), ui\(é; J), 等 记号 . 
如 前 一 样 , 利用 强 Markoff 性 , 对 f € S00 得 

RAf(z) = Rf(z pa J)RAf(Ni). (63.7) 
i=] 

因为 fix(z,J) 是 (和 一 Ap)ju = 0,u(7) = 1,u(jo) = 0 的 解 , 故 由 47 = 
(DmD+)J 得 


pix(z, J) = 人 (63.8) 
同 理 
box(z,J) = 2 六 (63.9) 
因而 
RH(z) = RFs) + wi; DD). + wag; DO. (63.10) 
; J) u2A(j1; J) 


男 一 方面 , 又 因 Rf 满足 (一 4)Rf = f, 显然 在 J 内 有 (和 -Aj)R\f = f. 
由 hj = (DmD+)J 且 用 前 节 的 结果 , 就 有 


有 OAF(z) = KArf(z) + ciuia(z; J) 十 czuoA(ZiJ) ZE , 
因为 7 的 两 端 是 正则 边界 , 故 
KAJ(ji) = 0, wia(ji; J) = 0, i = 1,2, 
因而 


_ _R\f(j) i RAf(N) 
wa(j2;J)” waA (71; J) 


186 第 5 章 扩散 


故 


Ra = Kf lo) 二 世家 + aas; D). (63.11) 


比较 (63.10) 与 (63.11) 得 
Rf(7) = Kf(r), rEY, (63.12) 


因 任 意 在 了 上 连续 的 函数 都 可 推广 为 R 全 体 上 的 连续 函数 , 故 (63.12) 
对 所 有 的 fe C(J) 成 立 , 因此 得 


人 J)uaa(y; Tdm(y), i ST SYy<, 


waa(T; TA(Y; Tdm(Yy), 1 SY STIS. 


车 令 J17, 则 +17 的 ,而 且 由 
(€) 


Raf(é) = | scOja 


故 Rf(E) 一 Rrxf(e,uax(ziJ) 和 wx(z;J) 的 选择 虽 只 有 常数 因子 的 
自由 度 , 但 当 J T I 时 , 可 以 分 别 使 之 接近 于 wi(z) 和 wo(z)， 因 此， 
Kayf(&) 一 KMf(&), 并 得 Ri、 = Kz, 故 得 (63.5), 至 于 Zis(&), 当 了 T7 
时 , 先 令 i 1 72, 其 次 令 刻 Jr 则 易 由 (63.8 ~ 63.9) 推出 (63.6). 
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采用 上 节 的 记号 . 因为 了 与 (ri,rz) 同 胚 , 故 对 于 无 论 多 么 接近 于 mm 
的 实数 , 都 有 对 应 的 了 点 , 但 对 ri 本 身 就 没有 对 应 的 点 . 车 7) 有 限 , 则 
zlrl59) 是 了 在 R 的 边界 点 . 车 令 b 为 了 的 边界 上 的 一 点 , 则 存在 逼近 于 
b 的 了 的 点 列 b,. 对 应 于 如 的 实数 (如 的 坐标 ) 序列 以 mra 中 之 一 或 
二 者 作为 极限 点 ， 因 此 可 以 假定 以 二 者 之 一 作为 极限 点 . 若 bn 以 7; 作 
为 极限 点 , 就 是 “5b 对 应 于 7;”. 一 点 5 可 能 对 应 于 mi,ra 双方 , 又 不 同 
的 5b 与 b' 也 可 能 对 应 于 同一 7;. 后 者 仅 当 7; 是 自然 边界 时 才 有 可 能 ( 见 
本 节 定 理 1). 今 车 令 b 与 8 对 应 于 ri, 则 得 如 一 58,5 一 5,bn(bn 的 坐 
标 ) 一 rT1, Dn 一 71. 如 前 节 所 述 , 在 I 内 有 
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RAf = KAf + ciui 十 cou2. 


当 ni 为 流入 边界 时 , 则 wz(ri+) = oo, 故 为 使 上 式 成 立 就 必须 有 cs = 0. 
因为 Kf(ri 十 ), wi(71 十 ) 都 存在 , 所 以 


RAf(b) = lim Rf (bn) = lim{ Kf (bn)+ciui(bn)} 一 Kf(rit+)+eui (71 十 ). 


同 理 ，RAf(b') = Kf(rit+) + clui(ri+) = RAf(b). 由 和 RMf 一 f, 得 
f(b') = f(b). 因为 f 是 C(R) 中 任意 的 元 , 故 得 = 以 又 7 为 流出 边界 
或 正则 边界 时 , wu2(r1+) 也 有 限 地 确定 , 故 如 上 一 样 得 b= b. 从 而 有 下 述 
定理 . 

定理 1 若 7; 不 是 自然 边界 , 则 对 应 于 7; 的 工 的 边界 点 只 有 一 个 . 

(i) 研究 z(%(t) 在 对 应 于 自然 边界 的 边界 点 上 的 行动 . 令 mm 为 自然 
边界 , 那么 与 此 对 应 的 边界 点 一 般 地 有 许多 个 , 并 且 构 成 R 的 闭 子 集 F. 
又 从 下 出 发 的 z(9(t) 恒 被 关闭 在 下 内 . 为 此 , 考虑 在 FF 的 邻 域 U 上 为 0 
的 R 上 的 连续 函数 f, 则 f 在 IT 上 的 7 的 邻 域 上 为 0. 故 f(r1 一 ) 存在 而 
且 当 然 为 0, 于 是 Rf(71 一 ) = f(r1 一 )/ 和 = 0. 因而 得 Rf(a) = 0,a€EF 丰 . 
今 若 取 f 在 下 上 为 0, 在 U 外 为 1, 在 UV 一 Ff 上 则 位 于 0,1 之 间 , 则 


oo0 
R\f(a) > epP(t,a, U°)dt. 
0 


因为 左边 为 0, 故 P(t,a,U°) = 0, 亦 即 P(t,a,U) = 1. 令 UV | 五, 就 得 
P(t,a, F)=1. 
因为 z(e)( 连续 , 故 
P(xz(t)eFh, 0< 和 tit<ool)=1，ae 丰 

特别 地 , 若 下 是 一 点 , 则 此 点 就 是 套 点 . 一 般 从 了 的 点 出 发 , 在 有 限时 间 
内 不 可 能 到 达 F. 

(让 流出 边界 上 的 状态 . 令 ri 为 流出 边界 . 因为 对 应 于 ri 的 边界 仅 
有 一 个 , 故 也 用 ri 表示 . 若 取 mi 的 邻 域 0 而 且 考 虑 其 边界 , 则 得 工 内 的 
一 点 7r! 及 不 在 了 中 的 闭 集 C. 从 UV 中 的 一 点 a 出 发 , 记 在 到 达 C 以 前 
先 到 达 r 的 时 间 为 r(o), 若 这 种 情况 不 发 生 , 则 令 7(%) = co. 令 


U(a) = BE{e—*”™}, 
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0 


车 a 处 于 (r1,71) 内 ， 则 
(A— DnDz)U = 0， 


U(r)=1. 
车 ri <xz<y<r, 则 UV(z) < VU(Y). 
故 得 
WA{(Z) 


U(r1) 和 TV(z) = (rr 入 Z< 门 )， 


uA(T1) 
车 ri 为 流出 边界 , 则 wx(z) 一 0 (z 一 71). 故 得 U(r1) = 0. 这 表示 若 从 
ri 出 发 , 则 不 能 自 ri 这 边 进入 工 内 . 如 前 所 述 , 从 了 这 边 到 达 1 是 可 能 
的 . 这 就 是 称 ri 为 流出 边界 的 原因 . 
(ii) 考虑 流入 边界 . 早已 看 到 从 I 这 边 不 能 到 达 流 入 边界 . 对 应 于 流 
入 边界 71 的 I 在 RR 上 的 边界 点 只 有 一 个 , 也 以 mr 表示 . 若 7 在 RR 内 
为 z(t) 的 扩散 点 , 则 自 m 出 发 立即 进入 然后 从 I 这 边 就 不 能 到 达 
71. 这 就 是 称 r1 为 流入 边界 的 原因 . 
首先 证 明 ri 不 是 套 点 . 取 在 R 上 的 连续 函数 f, 令 f > 0, fr) = 
0, Fr) = 1(r 是 了 内 的 一 点 ). 当 m < a< 他 时， 


Rf(a) > $2a(a) Rf(r2). 


这 里 poa(a) 是 对 区 间 (r1,74) 而 取 的 . 故 它 等 于 wia(72)/uia(a)， 而 且 当 
QT 时 逼近 于 uA (72) /uA (TI). 故 得 


Wu1A(T2) / 
Raf(71) > i - RAf(r2). 


若 ri 是 套 点 , 则 左边 等 于 f(r1)/ 和 = 0, 但 由 和 RMf(75) 一 f(r2) =1 可 以 
推 知 , 对 足够 大 的 和 右边 是 正 的 . 于 是 得 出 矛盾 , 故 ri 不 是 套 点 . 进一步 
还 可 证 明 , 从 ri 出 发 一 定 立 即 进入 工 内 , 但 因 证 明 复杂 , 故 从 略 . 由 此 可 
知 ri 是 一 般 右 通过 点 . 

今 研究 在 rt 上 的 生成 算 子 . 取 r1 的 充分 小 的 邻 域 U, 使 pu(#) = 
Er 的 ) < oo. 著 以 r(6) 表示 从 m 到 达 & 的 最 初时 间 , 则 因 m 是 通过 局 ， 
故 要 跑 出 U, 就 必须 通过 &, 因而 r(6) < 示 *. 若 令 p(€) = BE(7(&)), 则 


pu(71) = p(é) + pu(é). 
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但 由 引 理 55.2， 
Apu(t)} = -1 (J=1NU). 


故 4yp(6) = 1. 亦 即 Dn,.D+p(é) = 1. 由 此 得 
é€ 
pz = f msds(e) + os(é) +b 
to 


此 处 名 是 比 上 小 的 任意 常数 . 若 取 &0 = ri, 则 上 面 的 积分 发 散 , 因而 不 
方便 , a,b 与 6 有 关 , 只 有 在 £ > to 时 上 式 才 妥当 . 将 上 式 变形 为 


E 
p(é) = 人 (s(6) = s(z))dm(z) + cs(é) +d, 


则 它 不 含 6o, 而 且 恒 成 立 ， 因 为 p(r1) = 0, 故 不 得 不 有 ec = d = 0( 注 意 
s(71) 一 一 00). 于 是 得 


é 
p(é) = 下 (s(é€) — s(z))dm(z). 


因而 由 $56 的 定理 1， 
Po 
tln f(s(€) — s(7))dm(z) 
(iv) 在 正则 边界 > 上 的 行动 有 好 几 种 不 同 的 可 能 性 , 它 相应 于 在 正 
则 边界 上 选择 wx(z) 的 多 样 性 . 这 里 考虑 这 样 的 情况 : m 在 R 内 也 是 端 
点 , 而 且 m 的 邻 域 只 是 7] 或 只 是 了 的 点 . 这 时 7] 或 者 是 套 点 , 或 者 是 一 
般 右 通过 点 . 车 是 套 点 , 则 Rf(r1)=f(r1)/ 入 故 
W2A(Z) fri) via(T) 
waa(r1) A MA(r2) Rf(r2). 


若是 一 般 右 通过 点 , 则 与 ( 阁 ) 同样 求 p(&) 而 得 


Raf(z) = KAf(z) 十 


é 
p(€) = (m(z) + ojds(z). 
因为 m(z) 的 决定 有 一 附加 常数 的 选择 自由 , 故 可 令 c 二 0 以 使 
é€ 
p(€) = / m(z)ds(z). 
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因为 p(€) 1, 故 m(z) > 0. 也 就 是 
m(r1) > 0, 


而 且 
Anf = lim f(€) — f(r1) . 
lr [< m(z)ds(z) 
若 f 不 但 属于 人 D(4.,), 而 且 属 于 D(Av), 这 里 U 是 7 的 邻 域 , 则 > 7， 
而 且 fe D((DmD+)y),J = UNIJ, 故 得 


Ds: f(8) 
ml(é) 


auf le 


车 m(71) = 0, 则 
D+ f(r1) 一 0. 


这 叫做 反射 壁 (reflecting barrier) 的 边界 条 件 . 
若 m(ri) > 0, 则 由 4rj(z) 的 连续 性 得 


D+ f(r1) 
7 = DmDsf (71). 


这 叫做 普遍 化 了 的 反射 壁 的 边界 条 件 , 是 由 Feller 最 先 引进 的 . 
车 考察 上 述 边 界 条 件 的 概率 意义 , 则 会 发 现 许多 有 趣 的 问题 . 


后 记 
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对 本 书 各 章 附加 说 明 如 下 . 

第 1 章 ”这 一 章 叙 述 了 概率 论 的 基本 概念 . 要 把 概率 论 构 成 为 一 门 
数学 , 最 适合 的 方法 是 Kolmogoroff 的 测度 方法 . 本 书 就 是 根据 这 个 观点 
叙述 的 . 但 是 要 善于 在 实际 问题 中 加 以 应 用 , 那 就 必须 充分 理解 其 直观 背 
景 . 从 这 个 角度 来 看 , 上 面 所 列 Feller 的 书 值得 推荐 . 

对 于 Kolmogorof 的 测度 方法 的 基本 概念 , Kolmogorof 的 书 和 上 面 
所 列 河田 敬 义 的 书 都 可 参考 ， 由 于 这 两 本 书 都 没有 详细 地 讨论 随机 过 程 
的 样本 过 程 , 为 此 有 必要 导入 Doob 的 可 分 性 . Doob 原先 发 表 的 论文 , 观 
点 稍为 不 彻底 , 而 且 噬 涩 难 读 , 但 上 面 所 列 Doob 的 书 已 经 过 整理 , 有 详 

第 2 章 。 本 章 着 重 讨论 时 间 参 数 为 连续 的 情形 (可 加 过 程 ). 对 于 参 


人 @ 中 译本 《概率 论 基本 概念 )》， 丁 寿 田 译 , 商务 印 书馆 校 者 注 
久 《概率 论 及 其 应 用 》, 人民 邮 电 出 版 社 出 版 了 本 书 的 中 文 版 分 着 1 和 卷 2 编者 注 
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数 为 离散 的 情形 (可 加 序列 ), 所 讨论 的 仅 限于 研究 可 加 过 程 所 需要 的 范 
围 之 内 , 例如 大 数 定律 、 中 心 极限 定理 、 重 对 数 定理 等 都 省 略 , 关于 这 方 
面 , 可 参考 上 述 国 泽 清 典 的 书 . 另外 , 钟 开 莱 (K. L. Chung) 由 俄 文 版 译 成 
英文 版 的 下 列 书 中 也 有 很 好 的 阐述 . 

Gnedenko-Kolmogoroff: Limit distribution for sums of independent 
random variables, Moscow-Leningrad, 19499 

对 于 可 加 过 程 , 上 述 P. Lévy 的 [1] 和 [2] 内 容 最 为 丰富 . 但 是 读 起 来 
相当 困难 , 其 中 的 基本 部 分 , 在 上 述 Doob 及 伊 芯 清 的 书 内 , 都 根据 Kol- 
mogoroff 的 观点 进行 了 整理 , 比较 容易 理解 . 

第 3 章 ”本 章 叙 述 了 平稳 过 程 的 基本 内 容 , 不 过 略 去 了 Wiener- 
Kolmogorof 内 插 , 外 推 , 以 及 Grenander 的 参数 估计 等 知识 点 . 这 将 在 本 
从 书 的 河田 龙 夫 著 《 确 率 过 程 的 应 用 》 中 阐述 , 参考 文献 如 下 . 

上 述 Doob 著作 的 第 12 章 . 

N. Wiener: Extrapolation, interpolation and smoothing of stationary 
time series, 1949. 

A. Kolmogoroff: Interpolation und Extrapolation in stationaren Zufall- 
igen Folgen, Bull. Acad. Sci. U.R.S.S. Ser. Math., 5, 1941. 

U. Grenander: Stochastic processes and statistical inference, Arkiv. 
for Mat., 1, 1950. 

另外 , 对 于 本 章 提 到 而 不 加 以 证 明 的 调和 分 析 , 可 参看 

N. Wiener: Generalized harmonic analysis, Acta. Math., 55, 1930. 

第 4 章 及 第 5 章 ”这 两 章 的 主题 限于 对 时 间 为 齐 次 的 Markof 过 
程 , 并 简称 为 Markof 过 程 , 理由 是 仅 有 这 种 情形 才 有 完整 的 理论 , 但 这 
里 也 并 未 罗列 所 有 的 知识 点 . 第 4 章 仅 讲 一 些 基本 的 结果 , 第 5 章 关 于 扩 
散 , 添上 Dynkin 方法 , 介绍 了 Feller 的 最 新 理论 . 至 于 Markof 过 程 的 遍 
历 (ergodic) 性 , 由 于 已 经 有 了 很 多 的 研究 , 受到 篇 幅 上 的 限制 只 好 割爱 . 

记载 古典 结果 的 文献 有 

M.Fréchet: Recherches théoriques modernes sur le calcul des proba- 
bilités, second liver, methode des functions arbitraires, théorie des événem- 


ent en chain dans le cas d'un nombre fini d’états possibles, Paris, 1938. 


”中 译本 《相互 独立 随机 变量 和 的 极限 分 布 》, 王 寿 仁 译 , 科学 出 版 社 ， 一 一 校 者 注 
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如 书 名 所 示 , 该 书 仅 讲述 有 限 个 状态 的 Markof 过 程 . 关于 可 数 个 状 
态 的 Markoff 过 程 , 创始 期 的 著作 是 

P. Lévy: Systems markoviens et stationaires. Cas dénombrable Ann. 
Sei. Ecole Norm. Sup., 68, 1951. 

最 近 钟 开 莱 发 表 了 很 多 使 这 方面 问题 进一步 精密 化 的 研究 成 果 . 这 
方面 的 日 文 参考 读物 以 前 面 所 说 的 丸 山 仪 四 郎 的 书 为 最 好 . 

关于 时 间 不 是 齐 次 的 Markof 过 程 , 也 有 了 不 少 的 研究 , 可 参看 上 述 
Feller, 伊 芯 清 和 Doob 等 人 的 书 . 作为 这 方面 研究 的 开端 , 下 列 文 献 是 值 
得 推荐 的 : 

A. Kolmogoroff: Analytische Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, Math. Ann., 104. 


校 后 记 
郑 绍 沾 


随机 过 程 论 是 概率 论 中 的 一 个 重要 分 支 . 它 是 在 近 三 十 年 来 , 由 于 物 
理学 、 无线电 技术 、 力 学 等 方面 的 需要 而 迅速 发 展 起 来 的 一 门 学 科 . 

虽然 早 在 1900 年 , 法 国 数学 家 巴 歌 列 (Bachelir) 已 对 随机 过 程 的 理论 
进行 过 研究 (Ann.de TEcode norm 17, 1900, p.21), 但 是 随机 过 程 的 严密 理 
论 直到 1931 年 出 现 了 前 苏联 数学 家 科 尔 莫 戈 罗 夫 (A. H. Konxmoroposa) 
的 著作 [8 之后, 才 开 始 建立 . 这 篇 文章 , 开辟 了 随机 过 程 论 中 的 一 个 重要 
方向 一 -马尔 可 夫 过 程 的 研究 . 1934 年 , 前 苏联 的 另 一 数学 家 辛 钦 (A. FH. 
XuHuma) 在 他 的 著作 [2 中 第 一 次 提出 随机 过 程 论 男 一 重要 领域 一 一 平 
稳 随机 过 程 的 严密 理论 , 并 阐述 了 它 与 具有 不 变 测度 位 相 空 间 的 动力 学 
系统 的 联系 . 其 后 , 有 不 少数 学 家 在 随机 过 程 论 的 各 个 领域 中 进行 了 大 量 
的 工作 . 现今 , 随机 过 程 的 理论 不 仅 可 算是 近代 发 展 最 快 的 数学 分 支 之 一 ， 
而 且 它 的 应 用 范围 几乎 已 涉及 一 切 自然 科学 与 工程 技术 领域 . 特别 地 , 它 
已 成 为 研究 现代 物理 、 自 动 控制 、 无 线 电 技术 等 先进 科学 技术 的 有 力 工 
具 . 


日 本 数学 家 伊 芯 清 所 著 的 《随机 过 程 》 是 一 本 具有 较 高 理论 水 平 的 著 
作 . 作者 以 简练 的 方法 介绍 了 随机 过 程 的 基本 理论 , 对 于 数学 基础 较 好 的 
读者 来 说 , 通过 阅读 这 本 书 , 可 以 较 快 地 掌握 构成 随机 过 程 论 的 几 个 主要 
方面 的 思想 与 方法 , 从 而 打下 较 好 的 理论 基础 . 

本 书 共 分 四 个 部 分 . 第 一 部 分 ( 即 本 书 的 第 1 章 ) 介绍 了 科 尔 莫 戈 罗 
夫 关 于 随机 过 程 的 基本 理论 ; 第 二 部 分 ( 即 本 书 的 第 2 章 ) 介绍 了 可 加 过 
程 的 一 些 基本 结果 , 着 重 讨论 了 可 加 过 程 样本 函数 的 性 质 , 并 导出 了 无 穷 
可 分 分 布 律 的 典型 表示 式 ; 在 第 三 部 分 中 ( 即 本 书 的 第 3 章 ), 作者 以 泛 函 
分 析 为 工具 , 介绍 了 平稳 随机 过 程 的 谱 分 解 理论 与 遍历 理论 , 同时 , 也 扼 
要 介绍 了 由 作者 本 人 首先 研究 的 平稳 广义 过 程 ; 最 后 一 部 分 ( 即 本 书 的 第 
4, 5 两 章 ), 也 是 本 书写 得 最 精彩 的 部 分 , 作者 对 研究 马尔 可 夫 过 程 方 面 的 
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最 新 方法 ( 即 半 群 的 方法 ) 作 了 透彻 的 介绍 ， 由 于 作者 的 精心 编排 , 虽然 
这 一 部 分 所 占 的 篇 幅 不 多 , 但 从 本 质 上 对 问题 作 了 阐明 . 

这 本 书 虽然 具有 较 高 的 学 术 水 平 , 但 作为 一 本 随机 过 程 基本 理论 方 
面 的 著作 , 还 是 有 一 些 缺 陷 . 首先 , 对 于 一 些 在 应 用 上 与 理论 上 都 很 重要 
的 内 容 , 如 关于 平稳 过 程 的 预测 理论 、 马 尔 可 夫 过 程 的 遍历 性 理论 等 , 作 
者 有 意识 地 将 它们 舍弃 了 . 其 次 , 在 全 书 各 个 重要 理论 的 陈述 上 , 作者 采 
用 的 是 纯粹 的 逻辑 推理 方法 , 而 对 这 些 理论 与 实际 的 联系 注意 得 不 够 , 如 
随机 游 动 与 质点 的 勃 朗 运动 的 联系 、 平 稳 广 义 过 程 与 勃 朗 运动 中 质点 的 
速度 、 电 子 学 中 的 白 噪声 等 的 联系 等 , 这 些 联 系 正 是 需要 建立 平稳 广义 过 
程 理论 的 主要 的 物理 依据 . 同时 , 由 于 缺少 直观 的 说 明 , 有 些 概念 (如 第 
3, 4 两 章 的 开头 部 分 ) 对 初学 的 人 来 说 难于 接受 . 最 后 , 所 举 出 的 参考 文 
献 相对 于 书 中 的 丰富 内 容 来 说 , 显得 太 少 了 , 这 会 给 读者 带 来 许多 的 不 便 . 

总 的 来 说 , 这 本 书 的 翻译 出 版 , 对 于 我 国 广大 的 读者 是 有 所 神 益 的 . 

为 了 使 读者 便于 查阅 和 深究 本 书 的 有 关内 容 , 在 校 后 记 中 作 如 下 补 
充 是 有 益 的 . 

阅读 本 书 所 需 的 有 关 概 率 论 知识 , 可 在 复旦 大 学 数学 系 主编 的 《概率 
论 与 数理 统计 》( 上 海 科技 出 版 社 出 版 ) 一 书 中 找到 . 

对 于 本 书 要 用 到 的 有 关 测 度 论 的 知识 , 读者 可 参看 Paul R. Halmos 
著 的 《测度 论 》( 王 建华 译 , 科学 出 版 社 出 版 ). 本 书 第 3、4、5 章 需 用 到 的 
关于 泛 函 分 析 方 面 的 知识 , 可 参看 关 肇 直 编著 的 《 泛 函 分 析 讲 义 》( 高 等 教 
育 出 版 社 出 版 ). 第 3 章 引 用 的 广义 函数 论 的 知识 , 除 831 中 关于 推广 的 
Bochner 定理 而 外 ， 都 可 在 汉 康 的 著作 加 中 找到 . 

第 2 章 817 中 对 依 概率 连续 的 可 加 过 程 的 样本 函数 性 质 的 讨论 ， 
可 参看 J. R. Kinney 的 著作 P71. 对 §16, 还 可 参看 HO，B. Ipoxopoaba 
与 A. B. Ckopoxozlsd 等 人 有 关 对 应 于 可 加 过 程 的 概率 测度 的 极限 理论 . 

第 3 章 从 泛 函 分 析 的 观点 对 平稳 过 程 作 系统 介绍 的 著作 , 当 参 数 
为 离散 时 , 可 参看 A. H. Kormoropa 的 著作 0 当 参数 为 连续 时 ， 可 参看 
K. Karhunen 的 著作 [241251. 还 可 参看 A. M. Hrnom 对 平稳 过 程 理论 所 做 
的 一 个 较 系 统 而 又 初等 的 介绍 E23. 对 824 中 提 到 的 平稳 广义 过 程 , 可 参看 
本 书 作者 的 论文 23] 及 HI. M. Femrpaaanll8l 、K. Urbanik[34、 郑 绍 泪 ["ll8l 等 
人 的 著作 . 关于 831 中 所 提 到 的 多 维 平稳 过 程 , 最 近 有 了 较 多 的 发 展 , 可 
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参看 N. Wiener 与 P.Masani 的 著作 [85] 及 HO. A. Posaaoa 的 著作 [83. 对 
于 本 节 中 提 到 的 齐 次 随机 场 的 理论 , 可 参见 江 泽 培 的 著作 外 

对 平稳 过 程 的 统计 理论 有 兴趣 的 同志 , 除了 可 参看 本 书后 记 中 提 到 
的 文献 外 , 尚 可 参看 UIf，Grenandar 与 M. Rosenblatt 的 著作 [i199. 我 国 的 
数学 工作 者 近 几 年 来 在 平稳 过 程 (包括 多 维 平稳 过 程 及 齐 次 随机 杨 ) 的 回 
归 系 数 的 估计 方面 也 进行 了 一 定 的 工作 , 这 可 参看 王 寿 仁 中、 江 泽 培 问 、 
郑 绍 滤 与 陶 宗 英 钙 等 人 的 著作 . 

第 4 章 ? 843, 可 参看 E. B. Jemxmn 与 A. A. IOmxesnuli2], A. 
A. IOmreazrf33] 及 R. M. Blumenthall19 等 人 的 著作 . 845, 可 参看 E. B. 
IbrakwH 的 著作 [1 引 . 848, 可 参看 S. Karlin 与 J. McGregorl26| 和 王 梓 坤 中 加 
等 人 的 著作 . 

第 5 章 351 可 参看 W. Feller 的 著作 [151, 852 可 参看 E. B. JTpreran 的 
著作 [4, 853, 可 参看 E. B. Termagwall3al 和 W. Fellerl16] 的 著作 . 857 可 参考 
D. A. Darling 与 A. J. Siegertl1l 和 P. 3. XacpmmHckmitl20] 的 著作 , 859， 
可 参考 W. Fellern7 和 FE. B. Irakwal14 的 著作 及 在 此 二 文中 提 到 的 参考 
文献 . 
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